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۳ فصل

كوانتومي مكانيك موضوعه ي اصول

آن شبيه ها سامانه رفتار اتمي، مقياس در است. اتمي زير و اتمي مقياس در ماده با نور برهمكنش توصيف كوانتومي، فيزيك
هايي پديده از هيچكدام مانند نور، مانند نه ذره، مانند نه نيست. داريم مستقيم تجربه آن با و ميبينيم روزمره در كه چيزي
و نبود ممكن كلاسيك فيزيك با آنها توضيح كه پرداختيم هايي پديده و آزمايشها به قبل فصل در نيست. ايم ديده تاكنون كه
دست ماده موجي خاصيت يا تابش اي ذره خاصيت انرژي، بودن كوانتيده مانند جديدي مفاهيم به آنها توضيح براي مردم بنابراين
يك و بوديم روبرو مجزا ي پديده چندين با نهايتا اما شد. معرفي ها پديده بررسي در احتمال و موج تابع مفهوم بعلاوه يازيدند.

بود. نشده معرفي دهد توضيح را آنها ي همه موضوع اصل چند كمك به بتواند كه واحد ي نظريه
را هايي نشانه كه بيستم، قرن اول سال ۲۵ در آن، از كوچكتر و اتمي مقياس در رفتار ي درباره اطلاعات تدريجي افزايش
كه بود شده فيزيك جامعه بين در فزاينده سردرگمي يك باعث ميداد، دست به ميكنند رفتار چگومه كوچك اجسام اينكه بر مبني
هايزنبرگ، توسط مستقل بصورت اتفاق اين شد. حل بورن و ديراك هايزنبرگ، شرودينگر، توسط ۱۹۲۷ و ۱۹۲۶ سالهاي در نهايتا
معروف كوانتومي۱ مكانيك به كه دادند ارايه جامع نظريه اين از متفاوت بندي صورت يك هركدام و داد رخ ديراك و شرودينگر
سعي مهم آزمايش دو بررسي با فصل اين در ما معادلند. يكديگر با ها بندي صورت اين كه كرد ثابت نويمان فون بعدا البته شد.
نتايج دل از را كوانتومي مكانيك ي موضوعه اصول و كنيم بررسي را اتمي مقياس در طبيعت رفتار اساسي بنيانهاي كرد خواهيم
توضيح كلاسيكي طريق از را آنها نتايج نميتوان عنوان» هيچ «به كه ميدهيم نشان كنيم. معرفي و كشيده بيرون آزمايشها اين
مي بدست فوق آزمايشهاي از ناگزير نتايجي عنوان به اصول اين عبارتي به است. نهفته كوانتومي مكانيك قلب آنها درون و داد

كنند. توصيف را كوانتومي هاي پديده تمام ميتوانند كه آيند
است خطي جبر و برداري فضاهاي اساس بر كه ديراك بندي صورت از ما كوانتومي مكانيك ي موضوعه اصول معرفي براي
مكانيك ي موضوعه اصول آن، مجرد ساختار بخاطر بندي، صورت اين با اصول اين بيان باوريم اين بر چراكه ميكنيم. استفاده
بندي صورت و است، معروف ماتريسي مكانيك به كه هايزنبرگ بندي صورت بعدي فصول در ميدهد. نشان بهتر را كوانتومي

معادلند. ديراك بيان با كه داد خواهيم نشان و كرد خواهيم معرفي را ميشود شناخته موجي مكانيك به كه شرودينگر
كه است اين بر ما سعي ميدهند. اختصاص كوانتومي مكانيك براي لازم رياضيات به را فصل يك مستقلا ابتدا كتابها برخي
بكشيم. بيرون آزمايش نتايج دل از را مناسب رياضي ساختار و دهيم نشان را مناسب رياضيات به نياز آزمايشها، بررسي با همزمان

بود. خواهد تر فهم قابل رياضي زبان به فيزيكي هاي پديده و مفاهيم بيان شكل بدين چراكه

يانگ دوشكافي آزمايش ۱ .۳
رازآلود و عجيب همه براي و كنيم عادت آن به كه است مشكل بسيار است، متفاوت ما روزمره هاي تجربه با اتمي رفتار كه آنجا از
آن دارند دوست كه آنگونه هم متخصصين حتي يعني كارآزموده. فيزيكدان يك چه كار، تازه ي پيشه فيزيك يك چه مينمايد؛
مربوط فقط مقياس، بزرگ موجود يك عنوان به انسان، شهود و ها تجربه تمامي چراكه است. منطقي كاملا اين و نميفهممند را

نداريم. اتمي مقياس در مستقيمي ي تجربه هيچ ما ميشود: بزرگ اشياء و مقياسها به
و اتمي هاي پديده رفتار ناگزيريم عبارتي به شايد و بتوانيم بايد است، بزرگ هاي مقياس در فقط نهايتا ما تجربيات كه آنجا از

Quantum Mechanics۱

۵
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ذره) عنوان (به گلوله كلاسيكي ي پديده دو براي شكافي دو آزمايش با ابتدا در پس كنيم. مرتبط تجربيات اين به هم را زيراتمي
سپس است. چگونه ها پديده ي ذره و موجي رفتار آزمايشها اين طبق بر ميدهيم نشان و و ميكنيم شروع موج) عنوان (به آب و
وضعيت ديد خواهيم و ميكنيم بررسي هستند قوي كوانتومي اثرات كه اي حيطه در را آزمايش همين و رفته اتمي مقياس به
ي موضوعه اصول با كه نهيم بنا را اصولي شد خواهيم مجبور و نيست كلاسيك فيزيك و بزرگ مقياسهاي روشني و سادگي به

است. متعارض بعضا و متفاوت كاملا كلاسيكي و بزرگ مقياسهاي در شده پذيرفته

گلوله با آزمايش ۱ .۱ .۳
در و كند عبور شكافها از اي گلوله اينكه احتمال (۱ .۳) شكل مطابق كه دهيم جواب سوال اين به ميخواهيم آزمايش اين در
با نميتوانيم چراكه كنيم. صحبت احتمال از مجبوريم ما كه داشت توجه بايد است. چقدر كند برخورد ديوار به مركز از x فاصله

.... :۱ .۳ شكل

بر كلاسيك مكانيك قوانين كه است اين مهم ي نكته التبه ميكند. برخورد كجا به دقيقا بخصوص ي گلوله يك بگوييم قطعيت
ما اگر عبارتي به است. حاكم ديوار، به برخورد نهايتا و شكافها از عبور تا شليك ي لحظه از حركتشان، طول در ها گلوله تمامي
اوليه دماي اوليه، اي زاويه ي تكانه اوليه، سرعت مانند گلوله، هر براي دقيق اوليه شرايط بگيريم، نظر در را گلوله ابعاد و جنس
را ... و شكافها هاي ديواره با گلوله برخورد هوا، مقاومت مانند محيط، با گلوله برهمكنشهاي تمامي همچنين و بدانيم را ... و
عبارتي به ميكند. برخورد ديوار مركز از اي فاصله چه در گلوله هر بگوييم دقيقا حركت معادلات حل با ميتوانيم بشناسيم، دقيقا
نيست تعيني و علي پديده اين كه است علت اين به نه ميكنيم صحبت احتمال از ما اينكه و است تعيني و علي كاملا پديده اين
با و ميكنيم بيان احتمالات بصورت را خود ناآگاهي و اطلاعات كمبود ما عبارتي به است. سامانه از ما اطلاعات كمبود بخاطر بلكه
كمبود از ناشي و ميرود بكار علي هاي پديده بيان در كه احتمال نوع اين ميابد. كاهش احتمال نقش سامانه از ما اطلاعات افزايش
و داريم سروكار آنها با روزمره در ما كه هايي پديده تمامي گوييم. كلاسيكي احتمال است ما محاسبات در نقص و اطلاعات
نوع از همگي ... و ورزشي تيم يك باخت و برد هوا، وضعيت پيشبيني تاس، ريختن مانند ميكنيم، صحبت احتمالات از آنها براي

هستند. كلاسيكي احتمالات
در (كه ديوار با بسته و اي دانه بصورت همواره و هستند شكستن غيرقابل ها گلوله كه است اين بر ما فرض آزمايش اين در
شكافها از هركدام بستن با ميرسد. ساز آشكار به كامل ي گلوله يك همواره عبارتي به ميرسند. دارد) را آشكارساز نقش اينجا
گلوله عبور احتمال Pr2 و ۱ شكاف از گلوله عبور احتمال Pr1 اگر آوريم. بدست را ديگر شكاف از گلوله عبور احتمال ميتوانيم

با است برابر Pr12 يعني است باز شكاف هردو وقتي كند عبور شكاف دو اين از يكي از گلوله اينكه احتمال باشد، ۲ شكاف از
Pr12 = Pr1 + Pr2 . (۱ .۳)

در است. ۲ شكاف از عبور احتمال از مستقل ۱ شكاف از عبور احتمال عبارتي به ميشوند. جمع هم با احتمالها كه است واضح
ذره وضوح به كه ها گلوله با ما اينجا در است. غيرتداخلي۲ يا تداخل عدم از حاكي آزمايش ي نتيجه كه ميگوييم حالت اين

non-interfering۲

جهرم دانشگاه علمائي،    ۶عليرضا
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بصورت سامانه كرديم مشاهده را اي نتيجه چنين هركجا و است اي ذره خاصيت بيانگر (۱۱ .۳) نتيجه اين و هستيم روبرو هستند
ميكند. رفتار اي ذره

امواج با آزمايش ۲ .۱ .۳
استخري ميكنيم. تكرار دارد موجي خاصيت كه است كلاسيكي اي پديده كه آب امواج براي را شكافي دو آزمايش قسمت اين در
است شكاف دو داراي ديواره ايت است. كرده تقسيم قسمت دو به را آن و شده داده قرار اي ديواره آن وسط كه بگيريد نظر در را
ديواره كه ميكنيم فرض ميدهد. نشان بالا از را استخر نماي (۲ .۳) شكل دارد. جريان استخر قسمت دو بين طريق آن از آب كه

.... :۲ .۳ شكل

سطح در كروي امواج و ميزند ضربه آب سطح به معين بسامد با سوزني چپ سمت در برنميگردند. امواج و هستند امواج جاذب ها
اندازه آنهاست ارتفاع مربع با متناسب كه را آب امواج شدت كه دارد وجود شناوري راست، سمت انتهاي در ميدهد. تشكيل آب
ميدان بزرگي مربع با متناسب هردو كه است آن انرژي با متناسب موج يك شدت اصولا ميكند. ايفا را آشكارساز نقش و ميگيرد

ميگيريم. اندازه را انتقالي انرژي ما عملا پس هستند.
شكاف اگر ندارد. را ذره) همان (يا گلوله شده بندي دانه خاصيت آن ديگر و باشد داشته ميتواند اي اندازه هر موج شدت
ميشود. تعريف ترتيب همين به هم I2 و ميدهيم نشان I1 با را ديواره از نقطه هر در موج شدت باشد، بسته ۲ شكاف و باز ۱
شكل مطابق I2 و I1 گيري اندازه با ميدهيم. نشان I12 با را ديواره از نقطه هر در موج شدت شكاف، دو هر بودن باز با همچنين

كه ديد خواهيم (۲ .۳)

I12 ̸= I1 + I2 . (۲ .۳)

۲ و ۱ شكافهاي از موج دو است، بيشينه I12 كه محلهايي در است. شده ايجاد تداخل۳ موج دو بين ميگوييم حالت اين در
ويرانگر). (تداخل متقابل فاز بصورت است كمينه I12 كه جاهايي و سازنده) (تداخل اند رسيده هم به همفاز بصورت

(nλ) موج طول از مضربي ي اندازه به شكاف يك از آشكارساز ي فاصله كه داريم سازنده تداخل زماني ،(۳ .۳) شكل مطابق
2nπ برابر آشكارساز به ۲ و ۱ شكافهاي از رسيده امواج فاز اختلاف بنابراين و باشد داشته اختلاف ديگر شكاف تا اش فاصله با
كه باشد (λ/2(2n + 1)) موج طول نصف از فرد مضربي فاصله اختلاف اين كه داريم ويرانگر تداخل زماني همچنين باشد.

است.  π(2n+ 1) برابر فازي اختلاف معادل

interference۳
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.... :۳ .۳ شكل

ي دامنه اگر كنيم. بيان زير ترتيب به را I12 و I2 ،I1 بين ي رابطه ميتوانيم داريم سروكار موج ي پديده با اينكه به توجه با
زير عبارت حقيقي قسمت بصورت را ميشود گيري اندازه آشكارساز توسط كه موجي

hi = hie
iωt , i = 1, 2 , (۳ .۳)

داشت: خواهيم است، موج دامنه و مختلط عددي hi كه بگيريم نظر در

I1 = |h1|2 , I2 = |h2|2 . (۴ .۳)

سپس و ميشوند جمع يكديگر با اند رسيده آشكارساز به كه موجي دو هر ي دامنه ابتدا است، باز شكاف دو هر كه زماني حال
آيد: مي بدست زير بصورت كل ي دامنه روي از كل شدت

I12 = |h1 + h2|2 . (۵ .۳)

است: متفاوت ديديم گلوله آزمايش از آنچه با نتيجه كه است واضح

|h1 + h2|2 = |h1|2 + |h2|2 + 2|h1||h2| cos δ , (۶ .۳)

داريم: شدتها حسب بر بنابراين است. h2 و h1 موج بين فاز اختلاف δ كه

I12 = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos δ , (۷ .۳)

شاهد است π زوج مضارب براي δ كه جاهايي در ميشود. مشاهده كه است تداخلي نقش بيانگر راست سمت سوم ي جمله كه
هستيم. ويرانگر تداخل و دره شاهد است π فرد مضارب برابر كه جاهاي و و سازنده تداخل و قله

الكترون با آزمايش ۳ .۱ .۳
كه تنگستن سيم يك مثلا بگيريد. نظر در را الكتروني تفنگ (۴ .۳) شكل مطابق ميكند شليك گلوله كه تفنگي بجاي حال
يك يا باشد گايگر شمارشگر يك ميتواند هم آشكارساز ميشوند. شليك بيرون به الكترونها دارد. منفي ولتاژ اش محفظه به نسبت
ميشنويم. كليك صداي يك ميكند دريافت الكترون يك كه هربار است. شده وصل بلندگو يك به كه الكترون ي چندبرابركننده

است. شده انجام آلفا ي ذره مانند ذراتي براي آن به شبيه هاي نسخه البته است. شده ساده و ذهني آزمايش اين
آيد: مي بدست آن از زير نكات دهيم انجام را آزمايش اين اگر

ميشنويم. واضح تق صداي يك همواره ما .۱
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.... :۴ .۳ شكل

هستند. مشابه ها تق ي همه .۲
نداريم. اي نصفه تق هيچ .۳

تقها نرخ آشكارساز، محل تغيير با آوريم. بدست نقطه هر در را تق متوسط نرخ ميتوانيم طولاني زماني ي بازه در تقها شمردن با
يكي فقط بار هر دهيم قرار مختلف جاي دو در را ساز آشكار دو اگر نميكند. تغيير آنها صداي بلندي اما ميشود تندتر يا كندتر

ميگيريم: نتيجه پس نميدهند. صدا هردو همزمان هرگز و ميدهد صدا آنها از
ميشوند. دريافت اي كلوخه و شده بندي دانه بصورت ميرسند آشكارسازها به كه الكترونهايي .۱

است.) يكسان همه براي بلندگو (صداي هستند. اندازه هم ها كلوخه ي همه .۲
ميشود. دريافت الكترون يك فقط هربار .۳

ميشوند. دريافت يكسان ي شده بندي دانه ذرات بصورت همواره الكترونها بنابراين
چقدر آشكارساز x محل در الكترون دانه يك يافتن احتمال كه: دهيم پاسخ سوال اين به بايد گلوله با آزمايش مانند اكنون
بلكه نبوده، گلوله خروجي مانند ما انتظار رغم علي است باز شكاف دو هر وقتي آزمايش ي نتيجه ميبينيم تعجب كمال در است؟

است. c(۲ .۳) شكل در I12 مانند c(۴ .۳) شكل در Pr12 عبارتي به است. آب موج آزمايش خروجي شبيه
هاي دانه از هركدام پس ميشوند دريافت اي دانه بصورت الكترونها كه آنجا از كنيم. تحليل را Pr12 نمودار ميخواهيم حال

داريم: را زير ي گزاره پس كنند. عبور ۲ شكاف از يا ۱ شكاف از يا بايد الكترون
ميكند. عبور ۲ شكاف از يا ۱ شكاف از يا الكترون هر الف: گزاره

يك گروه ميشوند: بندي دسته گروه دو در دريافتي الكترونهاي كه ميرسيم نتيجه اين به باشد درست الف گزاره اينكه فرضا با
يا ۱ شكاف از عبور احتمال بايد بنابراين اند. كرده عبور ۲ شكاف از كه آنهايي دو گروه و اند كرده عبور ۱ شكاف از كه آنهايي
آوردن بدست با اما .Pr12 = Pr1 + Pr2 يعني باشد، ۲ شكاف از عبور و ۱ شكاف از عبور احتمال مجموع برابر ،(Pr12) ،۲
در پس .Pr12 ̸= Pr1 +Pr2 كه: ميرسيم نتيجه اين به آيند، مي بدست ۱ و ۲ شكافهاي بستن با ترتيب به كه ،Pr2 و Pr1

كه: ميشود مطرح سوال اين بلافاصله نتيجه، اين با هستيم! روبرو نداخل با اينجا
آمد؟ بوجود تداخلي طرح اين چرا پس هستند، اي دانه بصورت الكترونها سوال:

بصورت همواره الكترونها چون نيست. درست اين اما ميشود. شكسته تكه دو به الكترون شود گفته است ممكن جواب: يك
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ميشوند. دريافت يكسان هاي دانه
آشكارساز به پيچيده مسير يك از پس و ميچرخد ۲ شكاف دور سپس و ميكند عبور ۱ شكاف از الكترون ديگر: جواب يك
تعداد هستند باز شكاف دو هر وقتي كه دارند وجود نقاطي اما ميگيريم. الكترون از را امكان اين ما ۲ شكاف بستن با و ميرسد
يك بستن با يعني اين ميكنند. دريافت الكترون بيشتري تعداد ميبنديم را شكافها از يكي وقتي اما ميكنند دريافت الكترون كمي
مجموع برابر دو از بيش Pr12 ي بيشينه نمودار، مركز در بعلاوه ميابد. افزايش ديگر شكاف از عبوري الكترونهاي تعداد شكاف
اثر دو اين توضيح ميابد. كاهش ديگر شكاف از عبوري الكترونهاي تعداد شكاف يك بستن با يعني اين است. Pr1 + Pr2

است. غيرممكن ميكند عبور پيچيده مسير يك از الكترون اينكه فرض با همزمان،
مانند بگيريم، نظر در I12 مثل را Pr12 اگر است: ساده بسيار آن رياضيات است، اما مشكل بسيار اگرچه پديده اين توضيح
ϕ2 و ϕ1 مختلط عدد دو با ميتوان را افتد مي آشكارساز در كه اتفاقاتي بود، مختلط عددي hi كه ،Ii = |hi|2 كه موج حالت

كه قسمي به كرد توصيف
Pr1 = |ϕ1|2 , Pr2 = |ϕ2|2 , Pr12 = |ϕ1 + ϕ2|2 , (۸ .۳)

دريافت احتمال اما ميشود دريافت ذرات مانند الكترون كه ميگيريم نتيجه پس است. موج رفتار شبيه كاملا رياضيات كه ميبنيم
ميكند. رفتار موج مانند گاهي و ذره مانند گاهي الكترون ميگوييم كه است دليل همين به ميشود. توزيع موج مانند ذرات اين

تنهايي به جقيقي قسمت باشد. مختلط كميتي بايد ϕ ي دامنه اينجا در اما بود، دامنه حقيقي قسمت آب ارتفاع آب، امواج در
است. اشتباه الف ي گزاره كه ميگيريم نتيجه پس ،P12 ̸= P1 + P2 كه آنجا از نيست. كارامد

الكترون ي مشاهده
ديواره پشت در قوي الكتريكي ميدان يك است. كرده عبور شكاف كدام از الكترون بفهميم كه ميكنيم طراحي را آزمايشي حال

.... :۵ .۳ شكل

شكاف نزديكي در الكتريكي ميدان با الكترون برهمكنش از ناشي A درخشش كرد، عبور ۱ شكاف از الكترون اگر ميكنيم. برقرار
۱ شكاف نزديكي در درخش يك ميشنويم، آشكارساز از را تق صداي كه هربار .۲ شكاف براي ترتيب همين به و ميشود ديده ۱
الكترون كه است اين ميگيريم كه اي نتيجه پس نميبينيم. شكاف هردو نزديكي در همزمان درخش دو هرگز ولي ميبينيم. ۲ يا
صحيح الف گزاره اگر پس است. صحيح الف گزاره آزمايشي بلحاظ الظاهر علي بنابراين ميكند. عبور ۲ شكاف از يا ۱ شكاف از يا
الكترونهاي تعداد و ۱ ستون در را ۱ شكاف از عبوري الكترونهاي تعداد و برگرديم آزمايش به اگر P12؟ ̸= P1 + P2 چرا است
توزيع كه ديد خواهيم دهيم نشان Pr′2 و Pr′1 با ترتيب به را مربوطه احتمالهاي و بنويسيم، ۲ ستون در را ۲ شكاف از عبوري
آنرا وقتي بلكه نميكند. طي را اي پيچيده مسير هيچ الكترون بنابراين آيد. مي بدست Pr2 شبيه Pr′2 توزيع و Pr1 شبيه Pr′1
۱ شكاف از كه الكترونهايي شكافها، بودن بسته يا باز از مستقل يعني: ميكند رفتار داريم انتظار كه همانگونه ميكنيم، مشاهده

ميداشتند. بود بسته يا باز ۲ شكاف اگر كه دارند را توزيعي همان ميكنند عبور
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وانمود فقط ايم. كرده محاسبه را احتمال اين قبل از ما است؟ چقدر Pr′12 يعني باشند باز شكاف هردو وقتي كل احتمال حال
ميكنيم. جمع هم با را اند شده مرتب ستون دو در كه شده گيري اندازه هاي تق تنها و ايم نكرده نگاه ها درخش به كه ميكنيم
داشت: خواهيم برسد آشكارساز به و كرده عبور ۲ يا ۱ شكاف از الكترون اينكه احتمال براي كنيم. جمع هم با را اعداد بايد فقط
نقش ديگر اما ميكند، عبور شكاف كدام از الكترون هر كه كنيم مشاهده شديم موفق ما اگرچه يعني Pr′12 = Pr′1 + Pr′2
الكتريكي ميدان اگر است. تداخل عدم بيانگر كه آوريم مي بدست را Pr′12 جديد توزيع بلكه آوريم، نمي بدست را Pr12 تداخلي
را آنها وقتي صفحه روي الكترونها توزيع كه بگيريم نتيجه چنين بايد بنابراين آيد! مي بدست Pr12 مجددا كنيم، خاموش را

است. متفاوت نميكنيم مشاهده كه زماني با ميكنيم مشاهده
آن به الكتريكي ميدان يعني ايم. داده قرار تاثير تحت آنرا حركت الكترون، مشاهده براي تلاش با كه شود گفته چنين شايد
با ميدهيم. كاهش را نور شدت و ميكنيم استفاده ضعيفتر نور منبع يك از بنابراين است. كرده عوض را آن مسير و كرده وارد نيرو
ميشود. ديده شدت همان با هم ها درخش و ميرسد گوش به شدت همان با تق صداي همچنان كه ميبينيم نور شدت كردن كم
ذره مانند هم نور انگار است. كرده فرار شدن ديده از الكترون عبارتي به نميبينيم. درخشي اما ميشنويم را تق صداي گاهي فقط
ديده كمتري درخشهاي و شده كم ها فوتون تعداد آن، شدت كردن كم با و ناميديم) فوتون قبل فصل در آنرا (كه ميكند عمل
نور توسط كه ايم كرديه مشاهده را الكترونهايي ميبينيم، را درخش و ميشنويم را تق صداي كه هربار ما اگر بنابراين ميشود.
طرح داراي اند نشده مشاهده كه الكترونهايي كه ميبينيم آوريم، بدست كم نور منبع با را آزمايش ي نتيجه اگر اند. شده مختل

هستيم. تداخلي طرح داراي نشوند ديده الكترونها اگر پس هستند. تداخلي
مشاهده آن كردن مختل بدون را الكترون كه دارد وجود راهي آيا كه: است اين ميشود مطرح اينجا در كه مهمي سوال
را كار كمتر بسامد با نور يك با پس دهيم. كاهش را بسامد بايد شدت بجاي كه ميفهميم p = h/λ دوبروي ي رابطه از كنيم؟
شكافها بين ي فاصله ي مرتبه از موج طول كه زماني كه است اين آيد مي پيش كه مشكلي λ موج طول افزايش با ميدهيم. ادامه
اين در است. كرده عبور شكاف كدام از الكترون بگوييم نميتوانيم ديگر و ميبينيم برهم درهم بزرگ درخش يك هربار ما بشود،

ميشوند. ظاهر كمكم تداخلي اثرات يعني Pr12؛ به شدن شبيه به ميكند شروع Pr′12 كه است حالت
طرح همزمان و ميكند عبور شكاف كدام از الكترون گفت بتوان كه كنيم تنظيم طريقي به را نور كه است ممكن غير نتيجه:

نرود. بين از تداخلي
از و شد صحبت آن به راجع قبل فصل در و شد پيشنهاد هايزنبرگ توسط كه است قطعيت عدم اصل از حالتي نتيجه اين

است: زير قرار
روي بنيادي محدوديت يك اينكه مگر باشند تناقض بدون و سازگار نميتوانند كوانتوم) (قوانين طبيعت جديد قوانين

نبود. شده شناخته قبلا كه باشد ما ي مشاهده و كردن آزمايش تواناييهاي
اعتقاد است، موفق نظريه يك كوانتومي مكانيك كه آنجا از است. قطعيت عدم اصل صحت به وابسته كوانتومي مكانيك نظريه

است. شده قويتر قطعيت عدم اصل به ما
آورديم: بدست را زير نتايج خلاصه بصورت پس

داريم: كه است ϕ احتمال ي دامنه بنام مختلط كميتي بزرگي مربع برابر رويداد يك Pr احتمال .۱

Pr = |ϕ|2 , (۹ .۳)

است: راهها از هركدام احتمال هاي دامنه مجموع برابر احتمال ي دامنه دهد، رخ مختلف راه چند از رويداد يك وقتي .۲

ϕ = ϕ1 + ϕ2 , Pr = |ϕ1 + ϕ2|2 . (۱۰ .۳)

دامنه ابتدا مختلف، راههاي احتمال كردن جمع بجاي آن در كه احتمال نوع اين گويند. برهمنهي۴ اصل رابطه اين به
گويند. كوانتومي احتمال آوريم مي بدست را كل احتمال كل ي دامنه از سپس و ميكنيم جمع هم با را احتمال هاي

دوشكافي آزمايش (مانند است شده انتخاب واقعا ممكن راههاي از كداميك بگويد باشد قادر كه شود انجام آزمايشي اگر .۳
راههاست: از هركدام احتمالهاي مجموع برابر رويداد احتمال گلوله)،

Pr = Pr1 + Pr2 . (۱۱ .۳)
superposition principle۴
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ما، ي روزمره تجارب در است. تعارض در ما ي روزمره تجارب با بوضوح برهمنهي، اصل همان يا دوم ي نتيجه بويژه نتايج، اين
كوانتومي، مكانيك در درحاليكه كند. انتخاب را يكي ميتواند فقط واحد آن در دارد، رو پيش در كه انتخابهايي بين از سامانه يك
چيزي چنين چگونه بپرسد كسي شايد هستند. متعارض هم با كه باشد حالتهايي در حالتهايي همزمان بصورت ميتواند سامانه
ندارد. وجود هم تري بنيادي و عميقتر جواب هيچ و نميداند! هيچكس جواب: چيست؟ قوانين اين ي پرده پش است؟ ممكن

نميشناسيم را آنها هنوز كه است پنهان۵ متغيرهاي يا ناشناخته فرآيند نوع يك داراي الكترون كه شود گفته است ممكن
بريزد. هم به تداخلي الگوي اينكه بدون ميكند انتخاب را مسيري چه الكترون هر بگوييم دقيقا ميتوانيم يابيم آگاهي آنها از اگر و
در كه آورد بدست را نامساويهايي بل۶ِ استوارت جان بويژه و گرفت قرار كاوش مورد بيستم قرن مياني هاي دهه از موضوع اين
شده انجام كه آزمايشهايي تمام امروز به تا ولي ميگرفت. قرار تاييد مورد پنهان متغيرهاي وجود آنها، آزمايشگاهي تاييد صورت

است. نشده تاييد پنهان متغيرهاي وجود تاكنون و اند كرده نقض را بل نامساويهاي است
آزمايش نتايج است. ميكرون ۱۶۰ حدود صفحه ابعاد ميدهد۷. نشان را هليوم اتمهاي با دوشكافي آزمايش نتايج (۶ .۳) شكل
در را موج-ذره دوگانگي بخوبي آزمايش اين است. شده داده نشان دقيقه ۱۸ و ساعت ۴۲ تا دقيقه ۵ زماني ي بازه از شكل ۷ در
با اما است. اي كاتوره ظاهرا پرده روي بر هليوم اتم ذرات توزيع (۵ ي دقيقه (تا اول دقايق در ميدهد. نشان كوانتومي مكانيك
بوضوح تداخلي نقش توزيع دقيقه، ۱۸ و ساعت ۴۲ زمان از بعد كه ميبينيم ميشود. ظاهر تدريج به تداخلي نقش زمان گذشت

است. (۴ .۳) شكل و (۸ .۳) ي معادله در Pr12 معادل كه ميشود ديده

احتمال ي دامنه
اند: كرده ابداع نوشتاري آن براي كه ميكنيم استفاده كميت اين از حدي به است. ϕ احتمال ي دامنه اساسي كميت كه گفتيم

ϕ = ميرسد⟩ x محل به ميكند|ذره ترك را s ⟨ذره . (۱۲ .۳)
راست قسمت ،(۱۲ .۳) براكت در . اينكه...  احتمال ي دامنه با است معادل ⟨...⟩ براكت اصولا ميگوييم. براكت كميت اين به
است. نهايي حالت بيانگر ميگوييم) برا آن به (كه ⟨x| يعني چپ قسمت و ابتدايي حالت بيانگر ميگوييم) كت آن به (كه |s⟩ يعني

ميكنند. رفتار بردارها مانند كتها و براها كه ديد خواهيم آينده بخشهاي در كرد. ابداع ديراك بار اولين را نمادنگاري اين
داريم كه دهيم نمايش حرف يك با صرفا نويسي) خلاصه (براي را نهايي و اوليه حالتهاي كه است تر راحت گاهي

ϕ = ⟨x|s⟩ , (۱۳ .۳)
براكت كه است واضح كند. برخورد پرده روي x محل در است كرده ترك را s كه اي ذره اينكه احتمال ي دامنه ميشود كه

كند. توصيف را Pr12 تداخلي الگوي بتواند بايد چراكه است، مختلط كميتي
دامنه بلكه نيست احتمالها مجموع برابر مربوط احتمال باشد، داشته وجود رويداد يك براي امكان چند يا دو اگر كه گفتيم

بنابراين: است؛ ممكن راههاي احتمال هاي دامنه مجموع برابر كل احتمال
⟨x|s⟩12 = ⟨x|s⟩1 + ⟨x|s⟩2 , (۱۴ .۳)

دو به ميتوان را ⟨x|s⟩1 براكت كرد. بررسي بيشتري جزييات با ميتوان را بالا عبارت است. براكت زبان با برهمنهي اصل بيان كه
به ۱ شكاف از الكترون رسيدن سپس و ۱ شكاف به s منبع از الكترون رسيدن احتمال ي دامنه كرد: تقسيم متوالي ي مرحله
ي مرحله احتمال ي دامنه حاصلضرب بصورت ميتوان را ميشوند داده نشان ⟨x|1⟩ و ⟨1|s⟩ بركتهاي با ترتيب به كه x محل

نوشت: زير شكل به دوم ي مرحله احتمال ي دامنه در اول
⟨x|s⟩1 = ⟨x|1⟩ ⟨1|s⟩ . (۱۵ .۳)

نوشت: زير صورت به ميتوان را (۱۴ .۳) ي رابطه بنابراين

⟨x|s⟩12 = ⟨x|1⟩ ⟨1|s⟩+ ⟨x|2⟩ ⟨2|s⟩ =
2∑
i=1

⟨x|i⟩ ⟨i|s⟩ . (۱۶ .۳)

hidden variables۵

John Stewart Bell۶
O. Carnal and J. Mlynek, Young’s double-slit experiment with atoms: A simple atom interferometer, Phys.۷
Rev. Lett. 66, 2689 (1991).
Ch. Kurtsiefer, T. Pfau and J. Mlynek,Measurement of the Wigner function of an ensemble of helium atoms, Nature,

386, 150 (1997).
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كرد: بيان زير بصورت را سوم اصل ميتوان بنابراين
ي دامنه حاصلضرب بصورت ميتوان آنرا احتمال ي دامنه كند، طي را مشخص مسير يك اي ذره اگر

نوشت. مسير ي باقيمانده رفتن احتمال ي دامنه در مسير از قسمتي رفتن احتمال
ي دامنه حال ميكنيم. بررسي (۷ .۳) شكل مطابق تر پيچيده برپايشي با را دوشكافي آزمايش سوم، اصل بهتر بررسي براي
در الكترون (۷ .۳) شكل مطابق ميكنيم. محاسبه را شود مشاهده پرده روي x نقطه در و كرده ترك را s الكترون اينكه احتمال
پرده روي x ي نقطه به تا كند عبور c يا b يا a شكافهاي از يكي از بعد ي مرحله در سپس و ۲ يا ۱ شكاف از بايد اول مرحله

داريم: سوم اصل و برهمنهي اصل به توجه با برسد.

⟨x|s⟩ =
2∑
i=1

∑
α=a,b,c

⟨x|α⟩ ⟨α|i⟩ ⟨i|s⟩ . (۱۷ .۳)

□ آوريد. بدست را (۱۷ .۳) ي رابطه .۱ .۳ تمرين
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ترين اساسي از يكي اين كنيم. محاسبه را احتمال دامنه كه است لازم دهيم انجام را محاسبات بتوانيم اينكه براي نهايت در
است. كوانتومي مكانيك مسايل

تاخيري دوشكافي آزمايش ۴ .۱ .۳
ماخ-زندر آزمايش ۲ .۳

را كوانتومي مكانيك ي موضوعه اصول و ذرات كوانتومي رفتارهاي آن از ميتوان يانگ، دوشكافي آزمايش مانند كه ديگري آزمايش
آزمايش اين ابتدا ميشود. استفاده فوتوني ي باريكه از الكتروني هاي باريكه بجاي آن در كه است ماخ-زندر۸ آزمايش كرد استنتاج
تك با ليزر پرتوي بجاي را آزمايش همين سپس است. نور موجي كلاسيكي خاصيت بيانگر كه ميدهيم شرح ليزر پرتوي با را

ميكند. نمايان را نور كوانتومي ويژگيهاي كه داد خواهيم توضيح فوتون

كلاسيكي ماخ-زندر آزمايش ۱ .۲ .۳
قطعات ميشود. تابانيده چپ سمت از ليزر نور تكفام پرتو آزمايش، اين در ميكنيم. مشاهده (۸ .۳) شكل در را آزمايش اين برپايش
را تابيده نور از نيمي كه هستند اندود نقره نيمه هايي آينه پرتو، جداسازهاي هستند. BS اختصار به يا پرتو۹ جداساز D و A
هستند فوتوني هاي چندبرابركننده PM2 و PM1 آشكارسازهاي و آينه C و B قطعات ميدهند. عبور را ديگر نيم و بازميتابانند
دو به A پرتو جداساز به برخورد از پس شده، تابيده ليزر نور پرتوهاي دارند. را شده دريافت فوتونهاي آشكارسازي ي وظيفه كه
پاييني و (CD) بالايي افقي بازوهاي همچنين ميشوند. منتشر (ABD) پايين و (ACD) بالا مسير دو در و شده تقسيم باريكه
و بالا مسيرهاي در نور فاز اختلاف اگر است. برابر هم با دقيقا (BD) راست و (AC) چپ عمودي بازوهاي همچنين و (AB)
همفاز پرتوها كه معناست بدين باشد، π از زوج مضربي ميرسند PM2 يا PM1 آشكاسازهاي از هريك به كه هنگامي پايين
باشند، π از فرد مضربي فاز اختلاف اگر عكس به داريم. روشن خروجي آشكارساز و داريم سازنده تداخل رسيده، ساز آشكار به
سازنده تداخل سمت به هرچه مقدار، دو اين بين فازهاي اختلاف در داشت. خواهد تاريك خروجي آشكارساز و ويرانگر تداخل

ميشود. تاريكتر خروجي برويم ويرانگر تداخل سمت به هرچه و روشنتر خروجي برويم
ميكنيم: يادآوري را اپتيك از نكته چند ابتدا پايين، و بالا مسيرهاي در نور پرتوهاي فاز اختلاف ي محاسبه براي

نور سرعت 2
3

حدودا شيشه در نور سرعت بنابراين .v = c/n با است برابر نور سرعت n شكست ضريب با محيطي در .۱
هواست. در

Mach-Zehnder۸
beam splitter۹
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بازتابيده نور محيط دو مرز در ،( n2 > n1 ) ميشود غليظ محيط وارد رقيق محيط از نور وقتي (؟؟) ي معادله به توجه با .۲
عملا و زياد بسيار كامل ي آينه شكست ضريب دارد. π برابر فازي اختلاف تابشي نور به نسبت رقيق محيط داخل به

دارند. π فاز اختلاف فرودي نور به نسبت آينه سطح از بازتابي نور پس است. بنيهايت
محيط دو مرز از بازتابي نور ،( n2 > n1 ) ميشود رقيق محيط وارد غليظ محيط از نور وقتي (؟؟) ي معادله به توجه با .۳

ندارد. فاز اختلاف فرودي نور به نسبت غليظ محيط داخل به
فرودي نور نسبت عبوري نور محيط دو مرز در ميشود وارد ديگر محيط به محيطي از نور وقتي (؟؟) ي معادله به توجه با .۴

ميشود. شكسته مسيرش اما ندارد فاز اختلاف
نسبت سرعتش تغيير بخاطر ميشود، وارد اي شيشه ي تيغه مانند غليظ محيطي به هوا مانند رقيق محيطي از نور وقتي .۵
محيط در نور مسير طول و محيط شكست ضريب به آن ميزان كه ميكند تغيير آن فاز است نشده وارد تيغه به كه نوري به

دارد. بستگي
ميكنيم: تحليل را ميرسد PM1 آشكارساز به كه نوري ابتدا بالا، نكات اساس بر

ميكند. پيدا راديان π فاز اختلاف فرودي نور به نسبت و شده بازتابيده A پرتو جداساز از ابتدا (ACD) بالا بازوي از نور .۱
به بسته و شده D پرتو جداساز وارد سپس ميشود. اضافه آن به π فاز اختلاف و ميشود بازتابيده C ي آينه از سپس
برابر بالايي بازوي از PM1 به رسيده نور فاز اختلاف بنابراين ميكند. پيدا δ فاز اختلاف D شكست ضريب و ضخامت

.π + π + δ = 2π + δ با است
است. δ + π + π = 2π + δ فاز اختلاف داراي پايين مسير از PM1 آشكارساز به رسيده نور مشابه استدلال با .۲

بيشينه آشكارساز در نور شدت و داشت خواهيم سازنده تداخل و ميرسند PM1 آشكارساز به مشابه فاز با پرتو هردو بنابراين
از و ،π + π + δ + δ = 2π + 2δ فاز اختلاف داراي بالايي مسير از پرتو ،PM2 آشكارساز براي مشابه استدلال با است.
آشكارساز به راديان π فاز اختلاف با پرتو دو اين بنابراين داشت. خواهد δ + π + δ = π + 2δ فاز اختلاف پاييني مسير

داشت. خواهيم صفر ي كمينه شدت و تاريك خروجي و شده ويرانگر تداخل باعث كه ميرسند PM2

مدت و عبوري پرتو سرعت آن، ضخامت و شكست ضريب به بسته دهيم، قرار اي شيشه ي تيغه يك CD مسير در اگر حال
را ϕ فاز اختلاف اين شد. خواهد AB مسير پرتو به نسبت فاز اختلاف ايجاد باعث كه يافت خواهد كاهش تيغه از عبور زمان
داده افزايش را شده طي مسير طول تا است B ي آينه محل تغيير دوم راه داد. تغيير اي شيشه ي تيغه ضخامت تغيير با ميتوان

شود. نظر مورد فاز اختلاف ايجاد باعث شده ايجاد راه اختلاف و
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مختلف ϕ فازهاي اختلاف براي را PM2 و PM1 آشكارسازهاي در دريافتي نور شدت و باشد، I0 فرودي نور شدت اگر
با برابرند شدتها اين اتلاف، عدم فرض با بگيريم، اندازه

I1 =
I0
2
(1 + cosϕ) , I2 =

I0
2
(1− cosϕ) , (۱۸ .۳)

است. پايين و بالا مسير از عبوري امواج بين تداخلي طرح ي دهنده نشان بوضوح و اند شده رسم (۹ .۳) شكل در كه

.... :۹ .۳ شكل

□ آوريد. بدست را (۱۸ .۳) روابط .۲ .۳ تمرين
را است شده تابانيده ليزر پرتو موجي رفتار از حاكي كه تداخلي طرح عنوان به آن خروجي و ماخ-زندر آزمايش اينجا به تا
خروجي با كه داشت خواهيم تداخلي طرح بگيريم، نظر در موجي اي پديده عنوان به را نور اگر كه است مشخص كرديم. مطالعه
الكترون، با دوشكافي آزمايش مانند آن، در كه ميكنيم بررسي را آزمايش اين از اي نسخه ادامه در دارد. همخواني هم آزمايش

نيست! ساده چندان وضعيت

كوانتومي ماخ-زندر آزمايش ۲ .۲ .۳
فرستاده ماخ-زندر دستگاه به فوتون يك فقط هربار كه دهيم كاهش حدي به را ابتدايي ي تابانيده نور شدت بار اين كنيد فرض
هستند. فوتون تك هر دريافت آشكارسازي به قادر كه هستند فوتوني هاي كننده چندبرابر PM2 و PM1 آشكارسازهاي شود.
ديده PM2 يا PM1 آشكارسازهاي از يكي توسط فقط ارسالي فوتون تك هربار، در كه است اين مهم آزمايشي واقعيت يك

نميبينند. را فوتون يك همزمان آشكارساز هردو هرگز و ميشود
مختلف هاي ϕ براي را آن و دهيم انجام ϕ مشخص فاز اختلاف يك براي N ≫ 1 كه فوتون N براي را آزمايش اين اگر

با است برابر ميشود آشكار PM2 و PM1 توسط فوتون كه دفعاتي تعداد كنيم، تكرار 2π تا صفر از

N1 =
N

2
(1 + cosϕ) , N2 =

N

2
(1− cosϕ) . (۱۹ .۳)

فيليپ اسپه، آلن توسط ۱۹۸۶ سال در آزمايش اين نميكند. كليك PM2 و ميكند كليك PM1 باشد ϕ = 0 اگر مجددا
توليد را ϕ فاز اختلاف است، تابيده فوتون موج طول λ كه ،λ/50 گامهاي در آينه محل تغيير با آنها شد۱۰. انجام روژه و گرانجير

است. شده داده نشان (۱۰ .۳) شكل در آنها آزمايش خروجي كردند.
مدت در كمتر فوتونهاي تعداد (a) بالا شكلهاي در است. دريافتي فوتونهاي تعداد عمودي محور و آينه گامهاي افقي محور
افزايش دريافتي فوتونهاي تعداد نتيجتا و زمان مدت (b) پايين شكلهاي در است. شده دريافت آشكارسازها توسط كمتري زمان
Grangier, P., Roger, G., and Aspect, A., Experimental evidence for a photon anticorrelation effect on a beam۱۰

splitter: a new light on singlephoton interferences, Europhysics Letters, 1, 173–79 (1986)
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شكل تداخلي نقش همان دقيقا (۱۰ .۳) شكل ميشود. آشكار فوتونها تعداد افزايش با تداخلي نقش كه است واضح است. يافته
كرده تداخل خودش با خودش فوتون يك كه ميگيريم نتيجه بنابراين ميدهد. نشان فوتون تك شليك براي منتها را، (۹ .۳)

ببيند.) را ۱۰ پانويس ) كرديم. بيان اينجا را آن مورد يك كه شد بررسي آزمايش چندين توسط خودتداخلي۱۱ اثر اين است.
جايگزيده۱۲ ماخ-زندر آزمايش بازوي دو از يكي در فوتون كه ميكند نكته اين پذيرش به مجبور را ما خودتداخلي اثر اين

است. شده تداخلي طرح چنين ديدن باعث كه است شده گسترده بازو دو هر در همزمان بصورت حتما و نيست
مسير اين از كاملا و ميكند مسير طي پايين مسير از فوتون حالت اين در كنيم. حذف را A پرتو جداساز كنيد فرض حال
فوتون كنيم، جايگزين آينه يك با را فوتون اگر طرفي از ميدهيم. نشان |ψ1⟩ را را مرد اين در فوتون حالت ما ميشود. منتقل

ميدهيم. نشان |ψ2⟩ با را مورد اين در فوتون حالت كرد. خواهد طريق طي بالايي مسير از حتمن
را فوتون حالت كه ناچاريم تداخلي طرح توجيه براي برگردانيم، خود جاي سر را A پرتو جداساز اگر نتيجه: يك عنوان به

ميرسيم: زير اصل به بنابراين است. |ψ2⟩ و |ψ1⟩ حالت دو هر از برهمنهي يك
تركيب هر در ميتواند باشد، حالت چند يا دو از يكي در بتواند كوانتومي ي سامانه يك اگر برهمنهي: اصل

يعني: باشد، نيز آنها از (برهمنهي) خطي
|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩+ c2 |ψ2⟩ . (۲۰ .۳)

است. مسير دو هر از تركيبي فوتون حالت بلكه داد، نسبت فوتون به مشخص مسير يك بتوان ندارد امكان ميگويد برهمنهي اصل
ميكند بيان كه است كامل، تعينيت كلاسيك، مكانيك اساسي اصل آشكار نقض يك اصل اين است. ناجايگزيده۱۳ فوتون يعني
برهمنهي (۲۰ .۳) ي رابطه حقيقت در است. پايين مسير در يا بالا مسير در يا فوتون آن اساس بر و است معلوم كاملا سامانه حالت
مكاني گسترش هردو كلاسيكي، موج دو چراكه كرد. تعبير كلاسيكي موج دو برهمنهي صورت به آنرا نميتوان و است حالت دو
خاصيت بنابراين است. فوتون) يك اينجا (در سامانه يك به مربوط حالت دو هر اينجا در اما هستند. مجزا موج دو و دارند

كرد. فهم و گرفت نظر در كلاسيكي صورت به نميتوان را فوتون اي موجي-ذره
ϕ = π فاز اختلاف در ميدانيم است. كرده عبور مسير كدام از فوتون بفهميم ميخواهيم دوشكافي آزمايش مانند حال
در مانع يك وجود كردن آشكار براي ميتوان را تاريك خروجي اين كرد. نخواهد تق هرگز (PM2) PM1 آشكارساز (ϕ = 0)

self-interference۱۱

localized۱۲

delocalized۱۳
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قرار سنج تداخل پاييني بازوي در را مانعي كنيم فرض كرد. استفاده داشت برهمكنش آن با مستقيما اينكه بدون مسير دو از يكي
همزمان اما است. كرده عبور بالايي بازوي از حتما فوتون كه ميگويد ما به كرد تق PM2 اگر حال .ϕ = 0 همچنين و ميدهيم
است جايگزيده بالايي مسير در فوتون فهميديم اينكه محض به عبارتي به نداريم. تداخلي طرح هيچ است بسته پايين مسير چون
بدون كنيم كسب اطلاعاتي است كرده طي فوتون كه مسيري ي درباره نميتوانيم ما ديگر عبارت به رفت! بين از هم تداخلي طرح

ميرساند: كوانتومي مكانيك بعدي اصل به را ما اين دهيم. تغيير را فوتون حالت نتيجتا و بزنيم برهم را تداخلي طرح اينكه
نيست. سازگار تداخلي طرح حضور با مسير، از كامل اطلاع مكمليت: اصل

صفر حالت يك مكمليت يعني است. كمتر ديگري باشد بيشتر يكي هرچقدر است. تداخل مكمل مسير از كامل اطلاع عبارتي به
برعكس. و ميرود بين از تداخلي طرح ميزان همان به يابد، افزايش ذره مسير از ما اطلاع هرچه بلكه نيست. بله/خير يا يك و
پيوسته حالتهاي و هستند حدي حالت دو برهمنهي) يا موجي (رفتار كامل تداخل و اي) ذره (رفتار كامل جايگزيدگي بنابراين
عدم اصل تر عمومي بيان براي بود تلاشي و شد بيان بوهر توسط ۱۹۲۷ سال در بار اولين مكمليت اصل دارند. امكان هم مياني

هايزنبرگ. قطعيت

بردار عنوان به حالتها ۳ .۳
است فيزيك هاي پديده تمامي توصيف براي مبنايي نيوتوني مكانيك اصول كه ميكردند فكر مردم كوانتومي، مكانيك از قبل تا
اين به بايد اما بگيرد. كار به و دهد توسعه درستي به را اصول اين كه است اين دهد انجام بايد فيزيكدان يك كه كاري تمام و
آزمايشگاهي بصورت كه اي حيطه از بيرون در كلاسيك مكانيك اصول كه ندارد وجود منطقي دليل هيچ كه داشت توجه نكته
از عدول اين است. ناپذير اجتناب كلاسيك مكانيك اصول از عدول كه ديديم قبلي آزمايشهاي در و باشند معتبر اند شده تاييد
مكانيك در ميدهد. نشان جديد محاسباتي قوانين و جديد رياضيات جديد، ي موضوعه اصول قالب در را خود كلاسيك مكانيك
ميشود. داشتيم كلاسيك مكانيك در آنچه به نسبت متفاوت رياضياتي وجود به نياز باعث فيزيكي، اصول در تفاوت هم كوانتومي
پس شود. توصيف داشتيم كلاسيك فيزيك در آنچه از متفاوت رياضياتي متغيرهاي با بايد ديناميكي متغيرهاي و سامانه حالت
آزمايي راستي و محاسبه قابليت كه كامل و جديد اي نظريه آن، با مناسب جديد رياضيات و جديد، ي موضوعه اصول تركيب با

آيد. مي بدست دارد
برهمنهي اصل آوريم. بدست برهمنهي اصل يعني كوانتومي مكانيك اصل مهمترين به توجه با ميتوانيم را مناسب رياضيات
دهند. بدست را جديدي حالت و شوند جمع هم با ميتوانند حالت دو ميگويد معنا يك به و است پذيري جمع فرآيند نوع يك
نوع همان از كميتي ميشوند جمع باهم وقتي كه باشد نوعي از كه باشد مرتبط رياضياتي كميتي با بايد سامانه هر حالت بنابراين

است. بردار كميتي چنين نوع ترين واضح و مهمترين كند. اتخاذ را مختلفي مقادير بتواند نتيجه عنوان به و دهد بدست را
ديناميكي ويژگيهاي بيان براي كافي ي اندازه به ميبريم كار به بعدي) (سه محدود ابعاد با فضاي در كه عادي بردارهاي
عبارتي به يا هستند، حقيقي اعداد عادي بردارهاي داخلي ضرب از حاصل اعداد طرفي از ندارند. عموميت كوانتومي حالتهاي
مجموعه بنابراين نيست. كافي ما مقصود براي احتمال، ي دامنه مختلط ذات به توجه با باز كه دارند، حقيقي هاي مولفه بردارها

ميدهيم. گسترش مختلط اعدا به را اعدا
اين به دهيم. قرار نام يك هستند سامانه يك كوانتومي حالتهاي ويژگيهاي بيانگر كه بردارهايي براي است مطلوب كت۱۴:

ميدهيم. نشان | ⟩ نماد با را آنها و ميگوييم كت خلاصه بصورت يا كت بردار بعد به اين از بردارها
مثلا بسازند. را جديدي كت تا شوند جمع هم با يا شوند ضرب مختلط اعداد در ميتوانند كت بردارهاي

|ψ⟩ = a |α⟩+ b |β⟩+ c |ϕ⟩ , (۲۱ .۳)

ϕ و β و α حالتهاي از خطي تركيب صورت به ψ حالت ميگوييم اينجا در هستند. مختلط اعدادي c و b و a ضرايب كه
اگر گوييم خطي مستقل را حالتها از اي مجموعه ترتيب همين به است. خطي ي وابسته آنها به عبارتي به يا است شده نوشته
حالت يك اگر بنابراين نوشت. بقيه از خطي تركيب بصورت را كدام هيچ نتوان يعني نباشد. بقيه خطي ي وابسته آنها از هيچكدام
بدست كوانتومي حالتهاي آن كتهاي برهمنهي از هم حالت آن حالت كت آيد، دست كوانتومي حالت چند برهمنهي از كوانتومي

دوشكافي: آزمايش مانند ميشود، نوشته خطي تركيب بصورت كه آيد مي

|ϕ⟩12 = |ϕ1 + ϕ2⟩ = |ϕ1⟩+ |ϕ2⟩ , (۲۲ .۳)
ket۱۴
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ماخ-زندر: آزمايش مانند يا
|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩+ c2 |ψ2⟩ . (۲۳ .۳)

تغيير كت درون ديناميكي اطلاعات كه آنجا از ميرسيم. c |ψ⟩ كت به كنيم ضرب c مختلط عدد يك در را |ψ⟩ كت يك اگر
است. سامانه همان بيانگر همچنان عبارتي به و نميرساند جديدي كت به را ما عدد يك در كت ضرب پس است، نكرده

رياضياتي فضاي يك تشكيل بردارها اين ي مجموعه داديم. نمايش كت نام به بردارهايي با را كوانتومي حالتهاي ما بدينجا تا
ميكنيم: تعريف آنرا ادامه در كه ميدهند برداري فضاي نام به

برداري فضاي باشد مجموعه آن عضو مجموعه، آن از دلخواه بردار دو هر جمع كه بردارها از اي مجموعه به برداري: فضاي
است: زير هاي ويژگي داراي و گوييم

مجموعه آن از v بردار هر براي كه قسمي به است مجموعه آن از عضوي |0⟩ بردار يعني است صفر بردار داراي .۱
|0⟩+ |v⟩ = |v⟩ . (۲۴ .۳)

كه قسمي به است مجموعه از عضوي |v⟩ بردار هر ي قرينه .۲
|v⟩+ |−v⟩ = 0 . (۲۵ .۳)

برداري فضاي به متعل |w⟩ و |v⟩ و |u⟩ دلخواه بردار سه هر براي يعني دارند جمع پذيري توزيع خاصيت اعضا ي همه .۳
(|v⟩+ |u⟩) + |w⟩ = |v⟩+ (|u⟩+ |w⟩) . (۲۶ .۳)

برداري فضاي از |v⟩ و |u⟩ دلخواه بردار دو هر براي يعني هستند جابجايي خاصيت داراي .۴
|u⟩+ |v⟩ = |v⟩+ |u⟩ . (۲۷ .۳)

برداري فضاي از |v⟩ بردار هر و b و a عدد دو هر براي .۵
(ab) |v⟩ = a(b |v⟩) . (۲۸ .۳)

برداري فضاي از |v⟩ بردار هر براي .۶
1 |v⟩ = |v⟩ . (۲۹ .۳)

برداري فضاي از |v⟩ و |u⟩ دلخواه بردار دو هر و a عدد هر براي .۷
a(|u⟩+ |v⟩) = a |u⟩+ a |v⟩ . (۳۰ .۳)

برداري فضاي از |v⟩ دلخواه بردار هر و  b و a دلخواه عدد دو هر براي .۸
(a+ b) |v⟩ = a |v⟩+ b |v⟩ . (۳۱ .۳)

ψ كت اطلاعات همان حاوي عملا كه داد نسبت ⟨ψ| نماد با ψ برِاي نام به دوگان بردار يك |ψ⟩ كت هر به ميتوان برِا۱۵:
يعني بنويسيم برا بصورت را ديگري و كت بصورت را يكي بايد كنيم، داخلي ضرب هم در را كت دو بخواهيم هرگاه است.

⟨ϕ| . |ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩ . (۳۲ .۳)
است. مختلط عدد يك ⟨ϕ|ψ⟩ داخلي ضرب

همان يا هم، در كت دو داخلي ضرب دارد. نام دوگان فضاي كه ميدهند برداري فضاي يك تشكيل هم براها كتها، مانند
است: زير هاي ويژگي داراي براكت،

داخلي: ضرب خواص
bra۱۵
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است. مختلط عددي داخلي، ضرب .۱
يعني است متقارن داخلي ضرب .۲(

⟨ϕ|ψ⟩
)∗

= ⟨ψ|ϕ⟩ . (۳۳ .۳)

يعني است خطي كت به نسبت داخلي ضرب .۳
⟨ϕ|aψ1 + bψ2⟩ = a ⟨ϕ|ψ1⟩+ b ⟨ϕ|ψ2⟩ , (۳۴ .۳)

يعني است پادخطي برا به نسبت و
⟨aϕ1 + bϕ2|ψ⟩ = a∗ ⟨ϕ1|ψ⟩+ b∗ ⟨ϕ2|ψ⟩ . (۳۵ .۳)

يعني است معين۱۶ مثبت خودش در كت هر داخلي ضرب .۴{
⟨ψ|ψ⟩ > 0 اگر |ψ⟩ ̸= 0 ,

⟨ψ|ψ⟩ = 0 اگر |ψ⟩ = 0 .
(۳۶ .۳)

مكانيك در بسازيم. را برداري فضاي انواع ميتوانيم ميكنيم، تعريف برداري فضاي يك بردار دو هر بين كه روابطي به توجه با
ميشود: تعريف زير بصورت كه هستند هيلبرت۱۷ فضاي بنام فضايي به متعلق براها و كتها كوانتوم،

خواص داراي كه باشد شده تعريف داخلي ضرب بردارهايش بين كه مختلط يا حقيقي برداري فضاي يك هيلبرت: فضاي
هستند. H∗ دوگان هيلبرت فضاي اعضاي براها همچنين هستند. H هيلبرت فضاي اعضاي حالت كتهاي بنابراين باشد. بالا

خير. يا هستند خطي مستقل كت دو اين كه كرد مشخص ميتوان كت دو بين داخلي ضرب به توجه با
اگر تنها و اگر هستند خطي مستقل هم از |ϕ⟩ و |ψ⟩ كت دو خطي: استقلال
⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩ = 0 . (۳۷ .۳)

بنويسيم: زير بصورت را كت بردار يك بزرگي ميتوانيم داخلي ضرب تعريف كمك به
||ψ|| =

√
⟨ψ|ψ⟩ . (۳۸ .۳)

است ممكن همچنين باشد. بعدي بينهايت يا (... ۳و (۲و محدود بعد داراي است ممكن كوانتومي ي سامانه يك هيلبرت فضاي
مستقل ي مجموعه يك تشكيل هيلبرت فضاي يك در كه كتهايي تعداد ي بيشينه باشد. ناپذير شمارش يا پذير شمارش آن ابعاد
كه موقعيت بعدي سه فضاي مانند دقيقا گوييم. هيلبرت فضاي بعد را عمودند) برهم دو به دو عبارتي به (يا ميدهند خطي
بردارها اين از يكي حداقل روي بر چهارمي بردار هر و عمودند هم بر دو به دو كه (k̂ و ĵ ،̂i (مثل يافت ميتوان بردار سه حداكثر

آنهاست). از يكي حداقل خطي وابسته عبارتي به (يا دارد تصوير
و اگر گوييم خطي مستقل را |ϕN⟩ ، ... ،|ϕ2⟩ ،|ϕ1⟩ بردار N ي مجموعه كه است اينگونه خطي استقلال از ديگري بيان
مستقل اعضاي ي بيشينه به بنابراين باشد. a1 = a2 = · · · = aN = 0 برابر ∑N

i=1 ai |ϕi⟩ = 0 ي معادله حل اگر تنها
گوييم. فضا بعد Nmax يعني خطي

ميكنيم: بيان زير بصورت را كوانتومي مكانيك اول اصل بنابراين
تمام و ميشود معلوم H هيلبرت فضاي يك در |ψ⟩ كت بردار يك با ψ مثلا كوانتومي، سامانه هر حالت حالت: بردار اصل

است. استخراج قابل و شده ذخيره آن كت درون سامانه آن به مربوط ديناميكي اطلاعات
كوانتومي حالت چند در بتواند سامانه اگر برهمنهي اصل طبق چراكه است. برهمنهي اصل از ديگري بيان حالت، بردار اصل
و است هيلبرت فضاي از عضوي سامانه كت بردار حالت، بردار اصل طبق طرفي از باشد. نيز آنها خطي تركيب در ميتواند باشد،
بيان با معادل كه است فضا آن از عضوي هم فضا از دلخواه كت چند هر خطي تركيب برداري، فضاي هر ويژگي طبق بنابراين

است. برهمنهي اصل
positive definite۱۶

Hilbert space۱۷
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بردار عنوان به حالتها كوانتومي۳. ۳. مكانيك موضوعه ي اصول .۳ فصل

پايه كتهاي ۱ .۳ .۳
k̂ و î ،̂j خطي مستقل يكه بردارهاي مجموعه حسب بر را دلخواهي بردار هر ميتوان موقعيت بعدي سه فضاي در كه همانگونه
خطي مستقل ي مجموعه از خطي تركيب حسب بر ميتوان را |ψ⟩ دلخواه كت هر هم بعدي N هيلبرت فضاي يك در نوشت،

يعني نوشت، {|ϕi⟩}

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ , (۳۹ .۳)

بسط آنها حسب بر ميتوانيم را دلخواهي بردار هر كه {|ϕi⟩} خطي مستقل بردارهاي مجموعه به گويند. بسط۱۸ اصل آن به كه
تنها k̂ و î ،̂j ي مجموعه كه همانگونه نيست، يكتا مجموعه اين كه است واضح گوييم. پايه۱۹ كتهاي يا فضا هاي پايه دهيم
توجه با است. بينهايت ها مجموعه اين تعداد عملا نيستند. موقعيت بعدي سه فضاي براي برهم عمود دو به دو بردارهاي مجموعه

هستند: زير ويژگي دو داراي فضا هاي پايه بالا، توضيحات به
يعني عمودند برهم دو به دو .۱

⟨ϕi|ϕj⟩ = 0 براي i ̸= j , (۴۰ .۳)

گويند. تعامد۲۰ شرط آن به كه
يعني است يك آنها ي همه بزرگي .۲

⟨ϕi|ϕj⟩ = 1 براي i = j , (۴۱ .۳)

گويند. بهنجارش۲۱ شرط آن به كه
نوشت: زير بصورت ميتوان را شرط دو اين ي مجموعه

⟨ϕi|ϕj⟩ = δij , (۴۲ .۳)

ميشود: تعريف زير مطابق و است كرونكر دلتاي δij است. معروف هنجاري۲۲ راست شرط به كه

δij =

{
0 i ̸= j

1 i = j .
(۴۳ .۳)

⟨ϕj| در |ψ⟩ ضرب با دارند. فيزيكي تعبير چه ci بسط ضرايب ،(۳۹ .۳) بسط در كه است اين دهيم پاسخ بايد كه مهمي سوال
داريم:

⟨ϕj|ψ⟩ = ⟨ϕj|
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ =
N∑
i=1

ci ⟨ϕj|ϕi⟩ =
N∑
i=1

ciδij = cj . (۴۴ .۳)

بنابراين

ci = ⟨ϕi|ψ⟩ , (۴۵ .۳)

|ϕi⟩ حالت در را سامانه |ψ⟩ حالت روي گيري اندازه از كه هستند اين احتمال ي دامنه ci بسط ضرايب كه معناست بدين كه
يعني بيابيم.

Pr(ψ → ϕi) = |ci|2 = c∗i ci . (۴۶ .۳)
expansion principle۱۸

base kets۱۹

orthogonality۲۰

normalization۲۱

orthonormality۲۲
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كوانتومي مكانيك موضوعه ي اصول .۳ عملگرفصل .۴ .۳

احتمالها ي همه مجموع اينكه به توجه با و نميدهد، تغيير آنرا درون ديناميكي اطلاعات عدد يك در كت يك ضرب كه آنجا از
كرد. خواهيم صحبت بيشتر بعدا باره اين در ميكنيم. بهنجار يك به پايه كتهاي مانند را كتها تمامي است، يك برابر

دهيم: نشان ميتوانيم H هيلبرت فضاي در |ϕ⟩ و |ψ⟩ كت دو هر براي شوارز۲۳: نامساوي
|⟨ψ|ϕ⟩|2 ≤ ⟨ψ|ψ⟩ ⟨ϕ|ϕ⟩ . (۴۷ .۳)

دهيم: نشان ميتوانيم H هيلبرت فضاي در |ϕ⟩ و |ψ⟩ كت دو هر براي مثلثي: √نامساوي
⟨ψ + ϕ|ψ + ϕ⟩ ≤

√
⟨ψ|ψ⟩+

√
⟨ϕ|ϕ⟩ . (۴۸ .۳)

|χ⟩ و |ψ⟩ حالتهاي باشند. فضا آن هاي پايه |ϕ2⟩ و |ϕ1⟩ كتهاي كه بگيريد نظر در را بعدي دو هيلبرت فضاي يك .۱ .۳ مثال
ميشوند: نوشته زير شكل به ها پايه اين حسب بر

|ψ⟩ = 3i |ϕ1⟩ − 7i |ϕ2⟩ ,
|χ⟩ = − |ϕ1⟩+ 2i |ϕ2⟩ .

و شوارز نامساوي |χ⟩ و |ψ⟩ دهيد نشان (پ) كنيد. محاسبه را ⟨χ|ψ⟩ و ⟨ψ|χ⟩ (ب) ،⟨ψ + χ|ψ + χ⟩ (الف) عبارتهاي
كنيد. بهنجار را  |χ⟩ و |ψ⟩ كتهاي (ت) ميكنند. ارضا را مثلثي

□ ... حل:
بگيريد: نظر در را زير كتهاي هستند. |ϕ4⟩ ، ... ،|ϕ1⟩ كتهاي فضا هاي پايه هيلبرت، فضاي يك در .۲ .۳ مثال

|ψ1⟩ = 2i |ϕ1⟩+ |ϕ2⟩ − a |ϕ3⟩+ 4 |ϕ4⟩ ,
|ψ2⟩ = 3 |ϕ1⟩ − i |ϕ2⟩+ 5 |ϕ3⟩ − |ϕ4⟩ .

باشند. عمود هم بر كت دو اين كه آوريد بدست قسمي به را a ثابت (الف)
كنيد. بهنجار را كت دو اين (ب)

□ ... حل:

عملگر ۴ .۳
معرفي كوانتومي هاي سامانه توصيف براي را ، هستند هيلبرت فضاي در بردارهايي كه كت، و برا رياضي موجود دو اينجا به تا
بردار و ميكند تغيير سامانه حالت مشاهده، بخاطر كه ميبينيم ديگري آزمايش هر و ماخ-زندر و شكافي دو آزمايش در كرديم.
به ميناميم. عملگر ميكند تبديل ديگري كت به را كت يك كه رياضي ابزار ميشود. تبديل ديگري كت به كت يك از آن حالت

رياضي: بيان

Â |ψ⟩ = |ϕ⟩ , (۴۹ .۳)

اعضاي روي نگاشت۲۴ يك عملگر دقيقتر، عبارت به ميكند. تبديل |ϕ⟩ به آنرا ،|ψ⟩ روي اثر با Â عملگر كه معناست بدين كه
بالاي در ˆ يك با را عملگرها مينگارد. (|ϕ⟩ اينجا (در ديگر عضو به (|ψ⟩ اينجا (در را آن عضو يك كه است هيلبرت فضاي يك

شوند. داده تميز عادي اعداد از تا ميدهيم نشان آن نماد
ويژگي، اين حفظ براي باشد، ديگر كتهاي از خطي تركيب ميتواند كت يك كه برهمنهي، اصل بخاطر كوانتومي، مكانيك در

يعني: داريم سروكار خطي عملگرهاي با

Â
(
a |ψ⟩+ b |ϕ⟩

)
= aÂ |ψ⟩+ bÂ |ϕ⟩ . (۵۰ .۳)

Schwarz inequality۲۳

mapping۲۴
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عملگر كوانتومي۳. ۴. مكانيك موضوعه ي اصول .۳ فصل

هرميتي هميوغ ۱ .۴ .۳
و مينگارد ،|χ⟩ مثلا ديگر، كتي به را |ϕ⟩ كت Â |ϕ⟩ چراكه است. مختلط عددي نتيجتا و براكت يك ⟨ψ|Â|ϕ⟩ عبارت
برا جاي بايد براكت، اين مختلط مزدوج آوردن بدست براي است. مختلط عددي و براكت يك ⟨ψ|Â|ϕ⟩ = ⟨ψ|χ⟩ بنابراين
نماد با را آن كه ميشود تبديل ديگر عملگري به و نميماند تغيير بدون لزوما هم Â عملگر ترتيب همين به كنيم. عوض را كت و

يعني: گوييم Â عملگر هرميتي۲۵ هميوغ آن به و داده نشان Â†(
⟨ψ|Â|ϕ⟩

)∗
= ⟨ϕ|Â†|ψ⟩ . (۵۱ .۳)

باشد، برابر اش هرميتي هميوغ با عملگري اگر اما .Â ̸= Â† يعني نيست برابر اش هرميتي هميوغ با عملگر يك كلي حالت در
گوييم. هرميتي عملگر آن به ،Â = Â† يعني

يعني: ،ÂB̂ ̸= B̂Â نيست: جابجاپذير عملگر دو ضرب كلي حالت در همچنين

ÂB̂ |ψ⟩ = Â
(
B̂ |ψ⟩

)
= Â |ϕ⟩ = |χ⟩ .

درحاليكه

B̂Â |ψ⟩ = B̂
(
Â |ψ⟩

)
= B̂ |ϕ′⟩ = |χ′⟩ .

كه معناست بدين شوند جابجا هم با عملگر دو اگر .ÂB̂ ̸= B̂Â كلي حالت در بنابراين و |χ⟩ ̸= |χ′⟩ كلي حالت در
ميكنيم: تعريف زير بصورت را عملگر دو جابجايي۲۶ ميشوند، ظاهر زياد تركيبهايي چنين چون .ÂB̂ = B̂Â[

Â, B̂
]
= ÂB̂ − B̂Â , (۵۲ .۳)

.
[
Â, B̂

]
̸= 0 نشوند جابجا باهم اگر و ،

[
Â, B̂

]
= 0 شوند جابجا باهم عملگر دو اگر بنابرين و
است: زير ويژگيهاي داراي هرميتي )هميوغ

Â†
)†

= Â ,
(
Â+ B̂

)†
= Â† + B̂† ,

(
ÂB̂

)†
= B̂†Â† ,(

cÂ
)†

= c∗Â† كه c ∈ C ,
(
Â |ψ⟩

)†
= ⟨ψ| Â† . (۵۳ .۳)

□ كنيد. اثبات را هرميتي هميوغ براي بالا هاي ويژگي .۳ .۳ تمرين

تصوير عملگر ۲ .۴ .۳
⟨ψ|ϕ⟩ تركيب گفتيم قبلا كه همانگونه اما است۲۷. ممنوع هيلبرت فضاي يك اعضاي براي ⟨ψ| ⟨ϕ| و |ψ⟩ |ϕ⟩ تركيبهاي
دو خارجي ضرب تركيبها اينگونه هستند. |ψ⟩⟨ϕ| مانند عبارتهايي تركيب، آخرين است. مختلط عددي و بردار دو داخلي ضرب

چراكه هستند عملگر تركيبها اين رياضياتي بلحاظ هستند. مجاز بنابراين و بوده )كت
|ψ⟩⟨ϕ|

)
|χ⟩ = |ψ⟩ ⟨ϕ|χ⟩ =

(
⟨ϕ|χ⟩

)
|ψ⟩ . (۵۴ .۳)

اگر كه |ψ⟩⟨ψ| عملگر است. عملگر بنابراين و است نگاشته |ψ⟩ حالت به را |χ⟩ حالت |ψ⟩⟨ϕ| تركيب كه معناست بدين اين
گوييم: تصوير۲۸ عملگر را مينگارد |ψ⟩ حالت به آنرا كند، اثر حالتي هر روي
P̂ψ = |ψ⟩⟨ψ| . (۵۵ .۳)

است. هرميتي تصوير عملگر كه است واضح
Hermitian conjugate۲۵

commutator۲۶

به بعد فصلهاي در كه گوييم تانسوري ضرب آنها به و نبوده ممنوع تركيبها اين باشند، متفاوت هيلبرت فضاي دو به متعلق براها يا كتها اگر ۲۷البته

كرد. خواهيم اشاره آنها
projection operator۲۸

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۳عليرضا



كوانتومي مكانيك موضوعه ي اصول .۳ عملگرفصل .۴ .۳

تماميت شرط ۳ .۴ .۳
كه سوالي حال عمودند. هم بر بدو دو كه است كتهايي يا فضا هاي پايه تعداد ي بيشينه برابر هيلبرت فضاي يك بعد كه گفتيم
عمود آنها ي همه بر كه ندارد وجود ديگري كت هيچ و ايم يافته را فضا هاي پايه تمام بفهميم چگونه كه است اين ميشود مطرح
ميدهيم: بسط {|ϕi⟩} مثلا فضا، هاي پايه از دلخواه مجموعه يك حسب بر را |ψ⟩ دلخواه كت سوال اين به پاسخ براي باشد؟

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ =
N∑
i=1

⟨ϕi|ψ⟩ |ϕi⟩ =
N∑
i=1

|ϕi⟩ ⟨ϕi|ψ⟩ =
( N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi|
)
|ψ⟩ . (۵۶ .۳)

يعني: باشد، واحد عملگر برابر پرانتز داخل عبارت كه است لازم باشد، برقرار تساوي اينكه براي
N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi| =
N∑
i=1

P̂ϕi = 1 . (۵۷ .۳)

شد) واحد عملگر برابر رابطه راست (سمت شد ارضا شرط اين كه زماني كه معناست بدين و گويند تماميت شرط رابطه اين به
را آن ميتوان است، واحد عملگر برابر رابطه اين كه آنجا از است. N برابر فضا بعد و ايم يافته را Nتا) (يعني فضا هاي پايه تمام

كرد. خواهيم استفاده بسيار آينده در ترفند اين از بگذارد. تاثيري نتيجه در اينكه بدون كرد تزريق محاسبات از قسمتي هر در
يك برابر بايد احتمالها ي همه مجموع كه آنجا از بگيريد. نظر در را (۴۶ .۳) ي معادله تماميت، رابطه از كاربرد يك عنوان به

داريم: باشد
N∑
i=1

Pr(ψ → ϕi) = 1 (۵۸ .۳)

داريم: بالا رابطه در (۴۵ .۳) و (۴۶ .۳) ي معادله از جايگذاري با

1 =
N∑
i=1

c∗i ci =
N∑
i=1

⟨ψ|ϕi⟩ ⟨ϕi|ψ⟩ = ⟨ψ|
( N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi|
)
|ψ⟩ . (۵۹ .۳)

بنابراين و است واحد عملگر برابر پرانتز داخل عبارت (۵۷ .۳) تماميت شرط از
⟨ψ|ψ⟩ = 1 , (۶۰ .۳)

كنيم. بهنجار يك به بايد هم را كتها ي همه فضا، هاي پايه بر علاوه كه معناست بدين كه

يكاني عملگر ۴ .۴ .۳
كه قسمي به بگيريد نظر در را Û عملگر

Û |ψ⟩ = |χ⟩ , (۶۱ .۳)
به توجه با و باشد يك به بهنجار |ψ⟩ حالت اگر ميرسيم. |χ⟩ حالت به |ψ⟩ حالت روي بر Û تاثير با كه معناست بدين كه

داريم: بماند باقي يك به بهنجار همچنان هم |χ⟩ حالت بخواهيم (۶۰ .۳)

⟨χ|χ⟩ = ⟨ψ|Û †Û |ψ⟩ = 1 , (۶۲ .۳)
كه معناست بدين كه

Û †Û = 1 . (۶۳ .۳)
يكاني عملگرهاي براي كه است واضح بالا رابطه از گويند. يكاني۲۹ عملگر ميكنند صدق فوق رابطه در كه عملگرهايي چنين به

داريم

Û † = Û−1 . (۶۴ .۳)
unitary operator۲۹
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عملگر كوانتومي۳. ۴. مكانيك موضوعه ي اصول .۳ فصل

و قبل را حالتها بهنجارش (۶۲ .۳) ي رابطه به توجه با چراكه برخوردارند بالايي اهميت از كوانتومي مكانيك در يكاني عملگرهاي
باشند. يكاني بايد زماني تحول و دوران انتقال، مانند ميزنند، رقم را سامانه تحول كه عملگرهايي ميكنند. حفظ عملگر تاثير از بعد

است. احتمال بقاي قانون ي نتيجه كه كند تغيير نبايد زمان گذشت با يا دوران انتقال، از بعد سامانه بهنجارش كه معنا بدين
□ ميدارد. نگه ناوردا را ⟨ψ|χ⟩ داخلي ضرب Û يكاني تبديل هر كنيد ثابت .۴ .۳ تمرين

كند: تبديل زير بصورت را |ϕ⟩ و |ψ⟩ حالتهاي Û يكاني عملگر كنيد فرض بگيريد. نظر در را ⟨ψ|Â|χ⟩ براكت حال

Û |ψ⟩ = |ψ′⟩ , Û |χ⟩ = |χ′⟩ . (۶۵ .۳)

داشت: خواهيم كه

|ψ⟩ = Û † |ψ′⟩ , |χ⟩ = Û † |χ′⟩ . (۶۶ .۳)

بنويسيم: زير بصورت ميتوانيم را ⟨ψ|Â|χ⟩ براكت بنابراين

⟨ψ|Â|χ⟩ = ⟨ψ′|ÛÂÛ †|χ′⟩ = ⟨ψ′|Â′|χ′⟩ . (۶۷ .۳)

ميشود: تبديل زير صورت به يكاني تبديل تحت عملگر يك كه ميرسيم نتيجه اين به بالا عبارت در سوم و دوم تساوي مقايسه با

Â′ = ÛÂÛ . (۶۸ .۳)

هستند: زير هاي ويژگي داراي يكاني تبديلهاي (۶۵ .۳) روابط به توجه ]با
Â′, B̂′

]
=

[
Â, B̂

]
, ⟨ψ′|χ′⟩ = ⟨ψ|χ⟩ , Â

′† = Â† , Â
′n = Ân . (۶۹ .۳)

ويژه همين با معادله همين باشد، برقرار Â عملگر براي Â |ϕn⟩ = an |ϕn⟩ مقداري ويژه معادله اگر كنيد ثابت .۵ .۳ تمرين
□ .Â′ |ϕ′

n⟩ = an |ϕ′
n⟩ يعني: دارد، وجود كتها ويژه يكاني تبديل با عملگر يكاني تبديل براي مقدار

متفاوت واحد عملگر از كمي بسيار مقداري به كه است تبديلي كوچك، بينهايت تبديل يك كوچك: بينهايت يكاني تبديل
يعني: است،

Û(ε) = 1 + iεĜ , (۷۰ .۳)

داريم: باشد يكاني Û(ε) باشد قرار اگر حال گوييم. Û تبديل مولد۳۰ را Ĝ عملگر و ε≪ 1 حقيقي پارامتر كه

Û(ε)Û †(ε) = 1 , (۷۱ .۳)

داشت: خواهيم (۷۰ .۳) به توجه با كه

(1 + iεĜ)(1 − iεĜ†) = 1 + iε(Ĝ− Ĝ†)− ε2ĜĜ = 1 . (۷۲ .۳)

Û بودن يكاني براي بنابراين ميكنيم. نظر صرف ε2 توان از بالا عبارت در ايم، نوشته ε اول توان تا را Û يكاني تبديل بسط چون
|ψ⟩ دلخواه حالت روي Û)(ε) اثر حال است. هرميتي يكاني عملگر مولد كه معناست بدين كه Ĝ = Ĝ† باشيم داشته بايد

داريم

|ψ′⟩ = Û(ε) |ψ⟩ = (1 + iεĜ) |ψ⟩ = |ψ⟩+ iεĜ |ψ⟩ = |ψ⟩+ δ |ψ⟩ , (۷۳ .۳)

بنابراين و

δ |ψ⟩ = iεĜ |ψ⟩ . (۷۴ .۳)
generator۳۰
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داريم: Â عملگر براي مشابه طريق به همچنين

Â′ = Û(ε)ÂÛ †(ε) = (1 + iεĜ)Â(1 − iεĜ) = Â+ iε
[
Ĝ, Â

]
+O(ε2) . (۷۵ .۳)

عبارتي به ميماند. ناوردا Û تبديل تحت Â شود، جابجا Â عملگر با Û مولد اگر يعني باشد،
[
Ĝ, Â

]
= 0 تگر ]بنابراين

Ĝ, Â
]
= 0 ⇒ Â′ = ÛÂÛ † = Â . (۷۶ .۳)

مقداري و نبوده كوچك بسيار عددي لزوما α كه معنا بدين باشد، محدود Û(α) تبديل كنيد فرض محدود: يكاني تبديل
،ε = α/N كه قسمي به است Û(ε) كوچك نهايت بي تبديل Nبار زياد بسيار دفعات اثر حاصل كه دارد متناهي و محدود

بنابراين .ε→ 0 داريم N → ∞ براي كه

Û(α) = lim
N→∞

N∏
k=1

(
1 + i

α

N
Ĝ
)
= lim

N→∞

(
1 + i

α

N
Ĝ
)N

= eiαĜ . (۷۷ .۳)

بصورت ميتوان را محدود يكاني تبديل هر پس

Û(α) = eiαĜ (۷۸ .۳)

است. α پارامتر ي اندازه به Û محدود تبديل مولد Ĝ كه نوشت
باشد. هرميتي آن مولد اگر تنها و اگر است يكاني (۷۸ .۳) تبديل كنيد ثابت .۶ .۳ تمرين

كتها ويژه و مقادير ويژه ۵ .۳
حالت تعيين براي معمولا البته ميكند. مشخص را كوانتومي ي سامانه حالت (... يا تكانه يا انرژي (مثلا A كميت كنيد فرض
كه مقاديري ميشود. معين كميت يك با سامانه حالت ميكنيم فرض سادگي براي ولي است، نياز كميت يك از بيش به سامانه
ي مجموعه و گفته آن مقادير۳۱ ويژه كوانتومي مكانيك در را است آن گيري اندازه ي نتيجه كه باشد داشته ميتواند A كميت
ويژه كوانتومي مكانيك در اما ميكنند اخذ اي پيوسته مقادير كميتها كلاسيك مكانيك در ميگوييم. A مقادير ويژه طيف را آنها
ويژه طيف ميكنيم فرض سادگي براي و كار ابتداي در فعلا باشند. داشته گسسته طيف هم و پيوسته طيف هم ميتوانند مقادير

ميكنيم. بررسي هم را پيوسته طيفهاي بعدا است. گسسته A كميت مقادير
كت۳۲ ويژه يا حالت ويژه را ها |ϕi⟩ اين دهيم، نشان |ϕi⟩ با را است ai مقدار ويژه كميتAداراي وقتي سامانه حالت اگر
به اين از (كه A كميت گيري اندازه از قبل سامانه اگر .⟨ϕi|ϕi⟩ = 1 يعني هستند بهنجار حالتها ويژه اين ميناميم. A كميت
 ai مقادير ويژه از يكي داد برون به منجر A گيري اندازه باشد، |ψ⟩ مانند حالتي در ميگوييم) هم A پذير مشاهده آن به بعد
اصل موضوع كه ميشود تبديل گيري اندازه از پس |ϕi⟩ به گيري اندازه از قبل در |ψ⟩ از سامانه حالت يعني واين شد خواهد

است: كوانتومي مكانيك ديگر
است ai آن مقادير ويژه از يكي ،|ψ⟩ كوانتومي ي سامانه روي A پذير مشاهده گيري اندازه ي نتيجه گيري: اندازه اصل

ميگيرد. قرار |ϕi⟩ حالت در گيري، اندازه از پس بلافاصله سامانه و
چند بتواند سامانه اگر كه برهمنهي، اصل اساس بر بنابراين كند. اتخاذ را |ϕi⟩ حالتهاي از هريك ميتواند |ψ⟩ حالت پس
،A مقادير ويژه حسب بر ميتوانيم را |ψ⟩ حالت ميگيريم نتيجه باشد، ميتواند نيز آنها از خطي تركيب در كند انتخاب را حالت

يعني: بنويسيم، ها، |ϕi⟩ يعني

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ . (۷۹ .۳)

eigenvalues۳۱

eigenket۳۲
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يكي در گيري اندازه از بعد بود، آن كتهاي ويژه از خطي تركيب ،A كميت گيري اندازه از قبل و ابتدا كه سامانه كت عبارتي به
ميگويند. موج۳۳ تابع فروكاهش پديده اين به افتد. مي ،|ϕi⟩ مثلا ،A كتهاي ويژه از

آزمايش تداخلي نتايج از است. مختلط عددي كه ميكنند صدق ci = ⟨ϕi|ψ⟩ ي رابطه در ci بسط ضرايب (۴۵ .۳) طبق
بگيريم نظر در احتمال هاي دامنه عنوان به را براكتها اين بايد كه است واضح ماخ-زندر آزمايش و ((۱۲ .۳) رابطه (مثلا دوشكافي
اصول از ديگر يكي عنوان به آنها فيزيكي تعبير بالا توضيحات به توجه با و بنابراين كنيم. توجيه را تداخلي هاي طرح بتوانيم تا

ميشود: بيان كوانتومي مكانيك
هستند،  ai مقادير ويژه با A كميت كتهاي ويژه ⟨ϕi|ها كه |ψ⟩ =

∑N
i=1 ci |ϕi⟩ بسط در آماري: الگوريتم اصل

آيد: بدست ai مقدار ،ψ ي سامانه روي A كميت گيري اندازه از كه است اين احتمال ي دامنه ci = ⟨ϕi|ψ⟩ بسط ضريب
Pr(ψ → ϕi) = |⟨ϕi|ψ⟩|2 , (۸۰ .۳)

است. |ϕi⟩ حالت ويژه در گيري اندازه از پس سامانه يعني اين و
كه تعريفي بر بنا پس است. كرده تغيير |ϕi⟩ به |ψ⟩ از سامانه حالت ،A كميت گيري اندازه با كه ميگيريم نتيجه بنابراين
را شان مقادير ويژه سامانه، حالت كت روي تاثير با كه شوند توصيف عملگر يك با بايد فيزيكي هاي كميت داريم عملگر از

ميدهند. تغيير مربوطه كت ويژه به را سامانه حالت و ميدهند بيرون گيري اندازه نتايج عنوان به
اولين باشد. خاصي هاي ويژگي واجد بايد منظور اين براي و باشد فيزيكي كميتهاي نمايشگر نميتواند عملگري هر البته
است، كوانتومي حالتهاي از خطي تركيب بيانگر برهمنهي اصل كه آنجا از ميشود. استنتاج برهمنهي اصل از عملگرها اين ويژگي

باشد. خطي بايد هم متناظر عملگر
برابر و معلوم A پذير مشاهده مقدار كه معناست بدين كه باشد، |ϕi⟩ مثلا ،A كتهاي ويژه از يكي در سامانه اگر طرفي از
|ϕi⟩ حالت Â عملگر عبارتي به بود. خواهد ai همان خروجي يك احتمال با و همواره بگيريم، اندازه را A مجددا اگر باشد، ai

است: چنين رياضياتي بلحاظ كه ميكند نظير خودش به را
Â |ϕi⟩ ∝ |ϕi⟩ . (۸۱ .۳)

خواهيم بنابراين است. ai مقدار ويژه گزينه تنها .|ϕi⟩ كت ويژه با مرتبط طرفي از و جنسAباشد از كميتي بايد تناسب ضريب
داشت:

Â |ϕi⟩ = ai |ϕi⟩ . (۸۲ .۳)
كتهاي ويژه و مقادير ويژه ترتيب به |ϕi⟩ كتهاي و ai ضرايب كه گوييم مقداري ويژه ي معادله كلي حالت در معادله اين به
هم متناظرش عملگر مقادير ويژه پس باشد، حقيقي عددي بايد فيزيكي كميت هر گيري اندازه ي نتيجه چون هستند. Â عملگر

.ai ∈ R يعني باشد حقيقي بايد
|ϕi⟩ همان همچنان A كميت بعدي هاي گيري اندازه باشد، Â پذير مشاهده |ϕi⟩ حالت ويژه در اي سامانه اگر همچنين
قطبشهاي از خطي تركيب بصورت را آن ميتوانيم بگيريم، نظر در را اي ناقطبيده تكفام پرتو اگر مثال، عنوان به ميدهد. بدست را

است: زير بصورت آن حالت كت كه بنويسيم عمودي و افقي
|ψ⟩ = ch |h⟩+ cv |v⟩ , (۸۳ .۳)

ي قطبنده يك از را پرتو اين (؟؟) شكل مطابق اگر حال هستند. عمودي و افقي قطبش حالتهاي بيانگر ترتيب به |v⟩ و |h⟩ كه
كت عبارتي به بود. خواهد اوليه ي ناقطبيده نور از كمتر شدتي با عمودي قطبش داراي فقط خروجي نور دهيم، عبور عمودي
قطبش همواره كه ديد خواهيم بگيريم، اندازه را سامانه قطبش مجددا اگر حال ميشود. فروكاهيده |v⟩ به |ψ⟩ از سامانه حالت
پرتو تمام دهيم، عبور عمودي ي قطبنده يك از را عمودي قطبش با پرتو اگر يعني ميماند. باقي عمودي گيري اندازه از پس آن
و نداشته خروجي هيچ دهيم عبور افقي ي قطبنده يك از را عمودي قطبش با پرتو اگر و ميكند عبور آن از نور شدت كاهش بدون
ويژه در وقتي سامانه روي A پذير مشاهده گيري اندازه از اينكه احتمال كه معناست بدين اين كلي حالت در بود. خواهد تاريك
ويژه پس .⟨ϕj|ϕi⟩ = 0 داريم i ̸= j براي بنابراين است. صفر بيابيم j ̸= i براي |ϕj⟩ حالت ويژه در آنرا است، |ϕi⟩ حالت
داراي بايد بودن، خطي بر علاوه ،A پذير مشاهده با متناظر عملگر بنابراين عمودند. برهم متفاوت مقادير ويژه با متناظر حالتهاي
باشند. عمود هم بر متفاوتش مقادير ويژه با متناظر كتهاي ويژه ثانيا و بوده حقيقي مقاديرش ويژه اولا يعني باشد: بالا ويژگي دو

ميشود: اثبات زير مهم قضيه در كه هستند دارا هرميتي عملگرهاي را ويژگي دو اين
wave function collapse۳۳
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عمودند. هم بر متفاوت مقادير ويژه با متناظر كتهاي ويژه و هستند حقيقي هرميتي عملگر يك مقادير ويژه .۱ .۳ قضيه
است: زير صورت به Â عملگر مقداري ويژه رابطه اثبات:

Â |ϕi⟩ = ai |ϕi⟩ . (۸۴ .۳)

داريم: ⟨ϕj| در چپ از بالا رابطه ضرب با

⟨ϕj|Â|ϕi⟩ = ai ⟨ϕj|ϕi⟩ . (۸۵ .۳)

داريم: بگيريم هرميتي هميوغ (۸۴ .۳) ي معادله از اگر )حال
Â |ϕj⟩

)†
= ⟨ϕj| Â† = ⟨ϕj| a∗j . (۸۶ .۳)

داريم |ϕi⟩ در راست از معادله اين ضرب با

⟨ϕj|Â†|ϕi⟩ = a∗j ⟨ϕj|ϕi⟩ . (۸۷ .۳)

داريم: يكديگر از (۸۷ .۳) و (۸۵ .۳) ي رابطه دو كردن كم با

⟨ϕj|(Â− Â†)|ϕi⟩ = (ai − a∗j) ⟨ϕj|ϕj⟩ , (۸۸ .۳)

داشت: خواهيم ،Â = Â† شرط يعني Â عملگر بودن هرميتي فرض با كه

(ai − a∗j) ⟨ϕj|ϕi⟩ = 0 . (۸۹ .۳)

⟨ϕj|ϕi⟩ = 0 ميدهد i ̸= j ازاء به و است، مقادير ويژه بودن حقيقي بيانگر كه a∗i = ai ميدهد i = j ازاء به معادله اين حل
□ شد. اثبات قضيه حكم ترتيب بدين است. متفاوت مقادير ويژه با متناظر كتهاي ويژه تعامد بيانگر كه

يك كتهاي ويژه ي مجموعه كه گرفت نتيجه ميتوان تماميت، شرط همچنين و بالا قضيه از نتيجه يك عنوان به نتيجه:
ميدهند. كامل مجموعه يك تشكيل ميشود گفته كه باشند سامانه هيلبرت فضاي براي هايي پايه ميتوانند هرميتي عملگر

سامانه كه فيزيك كميت با متناظر هرميتي عملگر كتهاي ويژه حسب بر ميتوان را نظر مورد سامانه هيلبرت فضاي عبارتي به
داد. بسط فيزيكي كميت كتهاي ويژه حسب بر ميتوان را هيلبرت فضاي اين در دلخواه كت هر يعني داد. بسط ميكند مشخص را

ميشود: بيان ترتيب بدين كوانتومي مكانيك بعدي اصل بنابراين
و خطي عملگرهاي با ميگوييم) پذير مشاهده آنها به بعد به اين از (كه فيزيكي كميتهاي كوانتومي، مكانيك در كوانتش: اصل
ميدهند. كامل ي مجموعه يك تشكيل آنها كتهاي ويژه و ميكنند اثر سامانه هيلبرت فضاي روي كه ميشوند داده نمايش هرميتي
اگر حتي عملگر، يك براي كلي حالت در ميتوان و نميشود تعريف هرميتي عملگرهاي براي فقط مقداري ويژه معادلات البته

نيستند. عمود هم بر كتها ويژه لزوما و نباشند حقيقي است ممكن مقادير ويژه لزوما ديگر اما شود، تعريف نباشد هم هرميتي

خودش اولا هم، Â از f(Â) خوشرفتار تابع هر بگيريم، نظر در Â عملگر براي را (۸۴ .۳) مقداري ويژه ي معادله اگر بعلاوه
ميكند: صدق f(ai) مقادير ويژه با ولي كتها ويژه همان با مقداري ويژه معادله همان در ثانيا و است عملگر يك

f(Â) |ϕi⟩ = f(ai) |ϕi⟩ . (۹۰ .۳)

بدست را (۹۰ .۳) ي معادله داد، تيلور بسط Â حسب بر را f(Â) تابع بتوان اينكه فرض با و (۸۴ .۳) ي معادله از .۷ .۳ تمرين
□ آوريد.
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انتظاري مقدار ۱ .۵ .۳
مفيد كميت كه ميكند كمك ما به ميدهد، بدست را آزمايش ممكن نتايج از هريك داد برون احتمال كه آماري، الگوريتم اصل

كنيم: تعريف زير بصورت را كميت يك انتظاري۳۴ مقدار
اندازه از پس هربار كه معنا بدين بگيريم، اندازه بارها كميتAرا |ψ⟩ مشخص حالت با سامانه يك روي اگر انتظاري: مقدار
با يكسان ي سامانه زيادي تعداد روي معادل بطور يا بگيريم؛ اندازه آن براي را A و كرده توليد را |ψ⟩ حالت مجددا A گيري
از ميدهيم نشان ⟨Â⟩ψ با كه گوييم A كميت انتظاري مقدار را نتايج ميانگين بگيريم؛ اندازه بار يك را A كميت |ψ⟩ حالت

است: زير قرار

⟨Â⟩ψ =
∑
n

anPr(ψ → ϕn) . (۹۱ .۳)

نوشت: زير بصورت بالا تعريف (۸۰ .۳) رابطه به توجه با ميتوان هستند. آن كتهاي ويژه ⟨ϕn|ها و Â عملگر مقادير ويژه anها كه

⟨Â⟩ψ =
∑
n

an|⟨ϕn|ψ⟩|2 =
∑
n

an ⟨ψ|ϕn⟩ ⟨ϕn|ψ⟩ . (۹۲ .۳)

داريم: (۸۲ .۳) رابطه به توجه با حال

⟨Â⟩ψ =
∑
n

⟨ψ|Â|ϕn⟩ ⟨ϕn|ψ⟩ = ⟨ψ| Â
(∑

n

|ϕn⟩⟨ϕn|
)
|ψ⟩ , (۹۳ .۳)

داشت: خواهيم تماميت رابطه به توجه با كه

⟨Â⟩ψ = ⟨ψ|Â|ψ⟩ , (۹۴ .۳)

است. انتظاري مقدار براي ديگري معادل تعريف كه
ميشود: تعريف زير كلي شكل به انتظاري مقدار نباشد، بهنجار |ψ⟩ حالت اگر

⟨Â⟩ψ =
⟨ψ|Â|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

. (۹۵ .۳)

ميكنيم: بيان هرميتي عملگرهاي انتظاري مقدار براي مهم قضيه يك ادامه در
باشد. هرميتي عملگر آن اگر تنها و اگر است حقيقي عملگر يك انتظاري مقدار .۲ .۳ قضيه

ميكنيم: شروع Â عملگر انتظاري مقدار نوشتن با اثبات:

⟨Â⟩ψ =
∑
n

anPr(ψ → ϕn) =
∑
n

an|⟨ϕn|ψ⟩|2 . (۹۶ .۳)

□ برعكس. و باشد هرميتي Â عملگر كه است برقرار زماني كه باشند حقيقي anها كه است حقيقي صورتي در بالا عبارت
مقدار كه است هرميتي عملگري كه معنا بدين ميكنند، استفاده هرميتي عملگر تعريف براي بالا قضيه از كتابها برخي

باشد. حقيقي آن انتظاري
است. شده بيان زير قضيه در كه كرد استفاده عملگر دو برابري كردن وارسي براي ميتوان انتظاري مقدار از

باشد برابر آنها انتظاري مقدار |ψ⟩ دلخواه حالت هر براي اگر تنها و اگر هستند يكسان B̂ و Â پذير مشاهده دو .۳ .۳ قضيه
يعني:

⟨ψ|Â|ψ⟩ = ⟨ψ|B̂|ψ⟩ . (۹۷ .۳)

□ ميشود. اثبات واسطه بي و بلافاصله قضيه اين اثبات:
expectation value۳۴

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۹عليرضا
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زماني تحول ۶ .۳
كرديم. بيان را ايجابي اصل چهار و قطعيت) عدم يا مكمليت (اصل سلبي اصل يك اينجا به تا كوانتومي، مكانيك موضوعه اصول از
سامانه از كه است اطلاعاتي تمامي حاوي كه ميشود معين كت يك با كوانتومي ي سامانه هر حالت كه گفتيم حالت بردار اصل در

ميكند. صحبت سامانه يك حالت كت زماني تحول ي درباره كوانتومي مكانيك اصل آخرين است. استخراج قابل
معين بعدي لحظات تمام در را ذره حالت آن)، تكانه و مكان معادل بطور (يا ذره سرعت و مكان دانستن كلاسيك، مكانيك در
نياز آن سرعت به هم و مكان به هم ذره حالت دانستن براي كه آنجا از است. شده بيان نيوتون دوم قانون كمك به كه ميكند
در باشد. ۲ ي مرتبه از زماني مشتق شامل بايد نيوتن) دوم قانون (يعني ذره ي كننده توصيف ديفرانسيل معادله طبيعتا داريم،
اين حالت، بردار اصل طبق قاعدتا و داريم اطلاع t0 ي لحظه در مشتقاتش، نه و سامانه، حالت از فقط چون كوانتومي، مكانيك
توصيف ديفرانسيل معادله پس بدهد، ما به بعدي لحظات تمام در و لحظه هر در را سامانه از لازم اطلاعات تمامي بايد اطلاع
آن توصيف براي t0 ي لحظه در سامانه حالت دانستن وگرنه باشد يك ي مرتبه از زماني مشتقات شامل بايد سامانه ي كننده
تريم كلي در شود. تعيين لحظه همان در |ψ(t)⟩ توسط بايد ∂ |ψ(t)⟩ /∂t مقدار عبارتي به نميكند. كفايت بعد لحظات در

حالت:
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ô |ψ(t)⟩ , (۹۸ .۳)

است. كوانتومي مكانيك بودن خطي و برهمنهي اصل ي نتيجه Ô بودن خطي است. خطي عملگري Ô كه
(؟؟) بخش در كه همانگونه كه است موقعيتهايي آن از يكي اين بگيريم. كمك كلاسيك مكانيك از مجبوريم Ô تعيين براي
كلاسيك مكانيك به خود ساختن براي اما است، كلاسيك مكانيك از تر كلي اي نظريه اينكه رغم علي كوانتومي مكانيك شد گفته
همان يا انرژي است پايسته زمان همگني بخاطر كه كميتي كه ديديم (؟؟) بخش كلاسيك مكانيك بر مرور در است. نيازمند
توجه با پس است. Ĥ عملگر ميماند ناوردا زماني تحول تحت كه كميتي كوانتش، اصل بر بنا و عبارتي به است. سامانه هاميلتوني

داريم: بنابراين و باشد Ĥ از تابعي بايد Ô عملگر تطابق، اصل به

∂

∂t
|ψ(t)⟩ = f(Ĥ) |ψ(t)⟩ . (۹۹ .۳)

بنابراين و ،Ô = f(Ĥ) = aĤ كه آورد مي پديد را الزام اين Ô عملگر بودن خطي

∂

∂t
|ψ(t)⟩ = aĤ |ψ(t)⟩ . (۱۰۰ .۳)

يعني: ميكنيم استفاده ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = 1 بهنجارش شرط از a تعيين براي است. مختلط عددي a كه

∂

∂t
⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ =

(∂ ⟨ψ(t)|
∂t

)
|ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)|

(∂ |ψ(t)⟩
∂t

)
= 0 . (۱۰۱ .۳)

با: است برابر (۱۰۰ .۳) معادله مختلط هميوغ همچنين

∂

∂t
⟨ψ(t)| = a∗ ⟨ψ(t)| Ĥ , (۱۰۲ .۳)

(۱۰۲ .۳) و (۱۰۰ .۳) معادلات از ∂ ⟨ψ| /∂t و ∂ |ψ⟩ /∂t جايگذاري با ايم. كرده استفاده هاميلتوني بودن هرميتي از آن در كه
داشت: خواهيم (۱۰۱ .۳) ي معادله در

⟨ψ(t)|
(
a∗Ĥ + aĤ

)
|ψ(t)⟩ = 0 , (۱۰۳ .۳)

بايد a كه است واضح (۱۰۰ .۳) ي معادله به توجه با بعلاوه باشد. موهومي بايد a كه معناست بدين كه a = −a∗ ميدهد كه
قرار ارزي هم اصل به توجه با و بنابراين است. ℏ پلانك ثابت است J.s واحد داراي كه ثابتي تنها باشد. (J.s)−1 واحد داراي
پنجم اصل عنوان به ميكند توصيف را كوانتومي ي سامانه حالت كت زماني تحول كه اي معادله بنابراين .a = 1/iℏ ميدهيم

آيد: مي بدست زير قرار از كوانتومي مكانيك

جهرم دانشگاه علمائي،    ۳۰عليرضا
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ميشود: توصيف زير ي معادله با |ψ(t)⟩ حالت كت با كوانتومي ي سامانه هر زماني تحول زماني: تحول اصل

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ , (۱۰۴ .۳)

است. معروف شرودينگر ي معادله به كه
ميابد. تحول زمان در تعيني كاملا بصورت |ψ(t)⟩ بدانيم، را سامانه هاميلتوني اگر كه است واضح شرودينگر ي معادله از
يكتا بصورت سامانه حالت قطعي پيشبيني ي اجازه ما به ،t0 دلخواه ي لحظه در سامانه حالت دانستن كه است معني بدان اين
ساختار ولي است سامانه حالت كت تحول است تعيني آنچه كه داشت توجه نكته اين به بايد البته ميدهد). را گذشته (و آينده در

پابرجاست. همچنان است، تصادفي ذاتا سامانه روي گيري اندازه خروجي كه معنا اين به نظريه، احتمالاتي ذاتي
ميرسيم: ⟨ψ(t)| براي شرودينگر ي معادله به (۱۰۴ .۳) ي معادله هرميتي هميوغ گرفتن با

−iℏ ∂
∂t

⟨ψ(t)| = ⟨ψ(t)| Ĥ . (۱۰۵ .۳)

داريم: و گرفت انتگرال شرودينگر معادله از ميتوان باشد، نداشته زمان به صريحي وابستگي Ĥ كه حالتي در

|ψ(t)⟩ = e−iĤt/ℏ |ψ(0)⟩ , (۱۰۶ .۳)

داريم: تر كلي حالت در است. t = 0 ي لحظه در سامانه حالت |ψ(0)⟩ كه

|ψ(t)⟩ = e−iĤ(t−t0)/ℏ |ψ(t0)⟩ . (۱۰۷ .۳)

شرودينگر ي معادله حل باشد)، زمان به وابسته پتانسيل انرژي كه معناست بدين (كه باشد زمان از صريح تابعي Ĥ هاميلتوني اگر
شد. خواهد گفته (؟؟) فصل در كه است نياز تقريبي روشهاي به معمولا و بود نخواهد ساده

يك بنابراين و است كرده تبديل |ψ(t)⟩ كت به را |ψ(t0)⟩ كت exp
[
−iĤ(t− t0)/ℏ

]
عبارت ،(۱۰۷ .۳) ي رابطه در

است Ĥ عملگر از نمايي تابعي چراكه داريم. سروكار عملگر يك با كه است مشخص هم عبارت اين ظاهر از البته است. عملگر
زماني تحول مسئول ميبرد، t زمان به t0 زمان از را سامانه حالت عملگر اين چون است. عملگر يك خود عملگر، يك از تابعي و

گوييم: زماني تحول عملگر آن به و است

Û(t, t0) = e−iĤ(t−t0)/ℏ , (۱۰۸ .۳)

داريم t0 = 0 براي . است زماني تحول مولد هم Ĥ هاميلتوني عملگر است. يكاني بوضوح و

Û(t) = e−iĤt/ℏ . (۱۰۹ .۳)

است: زير قرار از زماني تحول عملگر هرميتي هميوغ

Û † = e+iĤt/ℏ = e−iĤ(−t)/ℏ = Û(−t) , (۱۱۰ .۳)

بنابراين و

Û †(t) = Û(−t) . (۱۱۱ .۳)

ي معادله است. معروف زماني۳۵ بازگشت به كه است كوانتومي مكانيك در پس روبه - پيش روبه تقارن ي دهنده نشان بالا رابطه
ناورداست. زماني بازگشت تحت شرودينگر

time reversal۳۵

جهرم دانشگاه علمائي،    ۳۱عليرضا
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گذشت از پس |ϕ⟩ ي اوليه حالت كه است اين احتمال ي دامنه ⟨ψ|Û(t)|ϕ⟩ بنابراين است. احتمال ي دامنه بيانگر براكت
داريم: (۱۱۱ .۳) به توجه با همچنين يابد. تحول |ψ⟩ حالت به يكاني بصورت t )زمان

⟨ψ|Û(t)|ϕ⟩
)∗

= ⟨ϕ| ˆU(−t)|ψ⟩ . (۱۱۲ .۳)

حالت به و يابد تحول زمان در عقبگرد و t زمان مدت در |ψ⟩ نهايي حالت كه است اين احتمال ي دامنه بالا عبارت راست سمت
عبارت خاص، بصورت نيست! گذشته به سفر معني به اين داشت توجه بايد البته برسد. t0 = 0 ابتدايي ي لحظه در |ϕ⟩
به بماند. تغيير بدون t ي اندازه به زماني تحول از پس |ψ⟩ ي اوليه حالت كه است اين احتمال ي دامنه بيانگر ⟨ψ|Û(t)|ψ⟩

ميشود. گفته خودهمبستگي۳۶ تابع عبارت اين بزرگي مربع
مشاهده هر گيري اندازه كه ميدانيم طرفي از است. معلوم كاملا |ψ(t)⟩ به |ψ(0)⟩ زماني تحول سامانه، هاميلتوني دانستن با
كتهاي ويژه از يكي به |ψ(t)⟩ حالت كت يعني ميدهد. بدست را مقاديرش ويژه از يكي فقط مشخص احتمال يك با پذيري
مكانيك در گيري اندازه ي مسئله همان اين، است. غيريكاني و تصادفي كاملا فرآيندي كه ميابد كاهش مربوطه پذير مشاهده
ميتوان البته كند. نمايندگي را موج) تابع (فروكاهش ناگهاني تغيير اين كه ساخت نميتوان را يكاني عملگر هيچ و است كوانتومي
مستلزم اين اما كند. نظير كتها ويژه از يكي به را عملگر يك كتهاي ويژه از برهمنهي خاص حالت يك كه ساخت يكاني عملگر
راهي هيچ عبارتي به داريم. اطلاع سامانه اوليه حالت از پيشاپيش ما كه است معني بدين كه است مزبور برهمنهي دقيق دانستن

چيست. آزمايش نهايي ي نتيجه كه كند مجهز اطلاعات اين به را آزمايشگر كه بيابيم را يكاني تبديل يك كه ندارد وجود
فضاي در را كت يك كلي حالت در يكاني تبديل يك كرد. بررسي هم هيلبرت فضاي در دوران ديدگاه از ميتوان از مسئله اين
ويژه از (يكي هايش مولفه از يكي روي به را بخصوص كت يك كه يافت تبديلي بتوان كه است ممكن حال ميدهد. دوران هيلبرت
بخصوص كت ويژه يك به تبديل همان با را دلخواهي كت هر بتوان ندارد امكان اما كرد، تصوير نظر) مورد پذير مشاهده كتهاي

كرد. تصوير بخصوص پايه بردار يك به يكسان دوران زاويه يك با را برداري هر نميتوان تر، ساده عبارت به كرد. تصوير

مانا هاي حالت ۱ .۶ .۳
فرض اما نيستند. برابر هم با |ψ(t)⟩ و |ψ(t0)⟩ هاي كت عبارتي به و ميكند تغيير زماني تحول هنگام در سامانه حالت كل، در

يعني باشد، انرژي حالت ويژه يك ابتدا در سامانه حالت كنيم

Ĥ |ψ(t0)⟩ = E |ψ(t0)⟩ , (۱۱۳ .۳)

بود: خواهد زير بصورت سامانه زماني تحول حالت اين در است. سامانه انرژي و هاميلتوني مقدار ويژه E كه

|ψ(t)⟩ = e−iĤ(t−t0)/ℏ |ψ(t0)⟩ . (۱۱۴ .۳)

آيد: مي در زير بصورت بالا ي معادله (۹۰ .۳) ي معادله بر بنا كه چرا است. آساني كار حالت اين در |ψ(t)⟩ ي محاسبه

|ψ(t)⟩ = e−iE(t−t0)/ℏ |ψ(t0)⟩ . (۱۱۵ .۳)

بنابراين است. متناسب |ψ(t0)⟩ كت با |ψ(t)⟩ كت پس است. يك بزرگي با مختلط عددي e−iE(t−t0)/ℏ نمايي عبارت
انرژي كتهاي ويژه خصوصيت كه گويند مانا حالت حالتهايي، چنين به است. نكرده تغيير سامانه حالت كت زمان، تحول با
و هستند سامانه ماناي حالتهاي انرژي حالتهاي ويژه يعني نميابد. تحول زمان گذشت با انرژي حالت ويژه عبارتي به است.
انرژي حالت ويژه |ψ(t0)⟩ اگر اما نميابد. تحول ديگري حالت به زمان گذشت با باشد حالتها ويژه اين از يكي در سامانه اگر
يعني ميكند تغيير زمان گذشت با سامانه حالت است)، انرژي حالت ويژه چندين از خطي تركيب كه معناست بدين (كه نباشد

.|ψ(t)⟩ ̸= |ψ(t0)⟩

□ ميكند. تغيير زمان گذشت با نباشد، انرژي حالت ويژه سامانه يك حالت اگر كنيد ثابت .۸ .۳ تمرين
كنيم فرض اگر يعني ميدهيم. بسط انرژي حالتهاي ويژه حسب بر را |ϕ(0)⟩ كت كلي، حالت در |ψ(t)⟩ آوردن بدست براي

داريم: باشند انرژي كتهاي ويژه و مقادير ويژه ترتيب به |ϕn⟩ و En

Ĥ |ϕn⟩ = En |ϕn⟩ . (۱۱۶ .۳)
auto-correlation function۳۶
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بسط آنها حسب بر را |ϕ(0)⟩ كت ميتوانيم دهيم، قرار فضا هاي پايه را كتها ويژه اين ،(۱ .۳) قضيه ي نتيجه اساس بر اگر حال
دهيم:

|ψ(0)⟩ =
∑
n

cn(0) |ϕn⟩ , (۱۱۷ .۳)

تحول عملگر تاثير با ميشود. گرفته انرژي كتهاي ويژه كل روي جمع و هستند t = 0 ي لحظه در بسط ضرايب cn(0) كه
داريم: Û(t) زماني

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ(0)⟩ = e−iĤt/ℏ
∑
n

cn(0) |ϕn⟩ , (۱۱۸ .۳)

بنابراين و

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(0)e
−iEnt/ℏ |ϕn⟩ . (۱۱۹ .۳)

بود: خواهد زير بصورت انرژي مقداري ويژه معادله باشد پيوسته انرژي طيف كه زماني براي

Ĥ |ϕE⟩ = E |ϕE⟩ , (۱۲۰ .۳)

بسط بنابراين اند. شده گذاري نشان E انرژي ي پيوسته مقدار با ،n ي گسسته انديس بجاي انرژي ي پيوسته حالتهاي ويژه كه
بنويسيم: ميتوانيم زير بصورت را |ψ(0)⟩

|ψ(0)⟩ =
∫

dE c(E) |ϕE⟩ , (۱۲۱ .۳)

بود: خواهد زير قرار از |ψ(t)⟩ به |ψ(0)⟩ اوليه حالت زماني تحول و

|ψ(t)⟩ =
∫

dE c(E)e−iEt/ℏ |ϕE⟩ . (۱۲۲ .۳)

زماني تحول تعيين براي لازم ي مرحله يك انرژي مقداري ويژه ي معادله حل كه است معلوم (۱۲۲ .۳) و (۱۱۹ .۳) معادلات از
ي معادله درحالي كه گوييم زمان از مستقل شرودينگر معادلات را (۱۲۰ .۳) و (۱۱۶ .۳) معادلات بنابراين است. اي سامانه هر

ميگوييم. زمان به وابسته شرودينگر ي معادله را (۱۰۴ .۳)

انتظاري مقدار زماني تحول ۲ .۶ .۳
زماني تحول شرودينگر ي معادله كمك به و اينجا در ميابند. تحول هم كميتها انتظاري مقادير سامانه، حالت زماني تحول با
پذير مشاهده انتظاري مقدار باشد، بهنجار |ψ(t)⟩ سامانه حالت اگر ميكنيم. بررسي را فيزيكي پذير مشاهده يك انتظاري مقادير

است: زير قرار از Â

⟨Â⟩ψ = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩ . (۱۲۳ .۳)

با است برابر بالا عبارت زماني مشتق

d

dt
⟨Â⟩ψ =

( ∂
∂t

⟨ψ(t)|
)
Â |ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)|

(∂Â
∂t

)
|ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)| Â

( ∂
∂t

|ψ(t)⟩
)
, (۱۲۴ .۳)

آيد: مي در زير بصورت (۱۰۵ .۳) و (۱۰۴ .۳) معادلات كمك به كه

d

dt

〈
Â
〉
ψ
=

〈
∂Â

∂t

〉
ψ

+
1

iℏ

〈[
Â, Ĥ

]〉
ψ
. (۱۲۵ .۳)
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داريم: ،∂Â/∂t = 0 يعني باشد، نداشته زمان به صريحي وابستگي Â اگر

d

dt

〈
Â
〉
ψ
=

1

iℏ

〈[
Â, Ĥ

]〉
ψ
, (۱۲۶ .۳)

آنگاه ،
[
Â, Ĥ

]
= 0 يعني شود جابجا ،Ĥ سامانه، هاميلتوني با Â اگر كه معناست بدين كه

d

dt

〈
Â
〉
ψ
= 0 , (۱۲۷ .۳)

است. حركت ثابت و نميكند تغيير زمان با ⟨Â⟩ψ مقدار يعني اين و
حساب را ⟨dρ̂/dt⟩ψ ميشود. گفته هم چگالي عملگر آن به كه بگيريد نظر در را ρ̂ = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)| عملگر .۹ .۳ تمرين

□ كنيد.

عملگر زماني تحول ۳ .۶ .۳
آن به كه نميافتند تحول زمان در عملگرها ولي ميشد نمايندگي |ψ(t)⟩ كت توسط سامانه زماني تحول (۱۲۳ .۳) ي معادله در
هايزنبرگ تصوير به كه باشند ثابت زمان در كتها و داد نسبت عملگر به را زماني تحول عكس، به ميتوان گويند. شرودينگر تصوير

نوشت: زير بصورت (۱۰۹ .۳) و (۱۰۶ .۳) ي رابطه كمك به را معادله اين ميتوان است. معروف

⟨ψ(t)|ÂS|ψ(t)⟩S S = ⟨ψ(0)|Û †(t)ÂS Û(t)|ψ(0)⟩S S = ⟨ψ|ÂH |ψ⟩H H , (۱۲۸ .۳)

داريم كه

|ψ⟩H = |ψ(0)⟩S , ÂH(t) = Û †(t)ÂS Û(t) . (۱۲۹ .۳)

است. هايزنبرگ و شرودينگر تصويرهاي نمايشگر ترتيب به H و S انديسهاي
□ است. يكسان هاميلتوني عملگر براي هايزنبرگ و شرودينگر تصاوير كنيد ثابت .۱۰ .۳ تمرين

هايزنبرگ ي معادله ۴ .۶ .۳
هايزنبرگ تصوير در را عملگر تحول كه اي معادله ميكند، بيان شرودينگر تصوير در را كت تحول شرودينگر ي معادله كه همانگونه

داريم: (۱۲۸ .۳) ي معادله از دارد. نام هايزنبرگ ي معادله ميكند بيان

d

dt
⟨ψ|ÂH |ψ⟩H H = ⟨ψ| d

dt
ÂH |ψ⟩H H , (۱۳۰ .۳)

همچنين و

d

dt
⟨ψ(0)|Û †(t)ÂS Û(t)|ψ(0)⟩S S = ⟨ψ|

( 1

iℏ

[
ÂH , Ĥ

]
+
∂

∂t
ÂH(t)

)
|ψ⟩H H . (۱۳۱ .۳)

داشت: خواهيم (۱۳۱ .۳) و (۱۳۰ .۳) معادلات برابري از

iℏ
d

dt
ÂH(t) = iℏ

∂

∂t
ÂH(t) +

[
ÂH(t), Ĥ

]
. (۱۳۲ .۳)

داشت خواهيم ∂ÂS/∂t = 0 اگر

iℏ
d

dt
ÂH(t) =

[
Â(t), Ĥ

]
, (۱۳۳ .۳)
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بستگي زمان به صريحا پذيري مشاهده اگر كه ميگيريم نتيجه هايزنبرگ ي معادله از است. معروف هايزنبرگ ي معادله به كه
مكانيك در را گزاره اين معادل است. حركت ثابت شود جابجا هاميلتوني با كه صورتي در (∂ÂS/∂t = 0 ) باشد نداشته

داريم: و معادلات به توجه با داريم. پواسون هاي كروشه ي درباره كلاسيك

q̇k = {qk, H} , ṗk = {pk, H} , (۱۳۴ .۳)

جايگذاري كه ميبنيم (۱۳۳ .۳) ي معادله به توجه با كه

{., ..} → 1

iℏ
[., ..] . (۱۳۵ .۳)

گرفت. نظر در كوانتومي مكانيك به كلاسيك مكانيك از گذار براي قاعده يك عنوان به ميتوان را
كلاسيكي دوگان شرودينگر ي معادله درحاليكه هستند هايزنبرگ ي معادله كلاسيكي معادل پواسون هاي كروشه بنابراين
پذيرها) مشاهده (مقادير آن هاي ويژگي از اي مجموعه جز چيزي سامانه حالت كلاسيك مكانيك در كه است اين علت ندارد.

است. پذير مشاهده يك خودش بنابراين و نيست

اهرنفست قضيه ۵ .۶ .۳
كوانتومي مكانيك موضوعه اصول ۷ .۳

عملگرها جابجايي ۸ .۳
عملگرها كه شد گفته (۱ .۴ .۳) بخش در ميدهيم. نمايش هرميتي عملگرهاي با را فيزيكي پذيرهاي مشاهده كوانتش، اصل طبق
به منظور بدين ميكنيم. بررسي عميقتر و بيشتر آنرا فيزيك پيامدهاي و موضوع اين حال نيستند. پذير جابجا كلي حالت در
ي قطبنده ميشود. وارد P1 عمودي ي قطبنده به I0 شدت با ناقطبيده نور (۱۱ .۳)a شكل مطابق بازميگرديم. قطبش آزمايش

عمودند: هم بر b و a قطبش بردارهاي عبارتي به و است افقي P2

a · b = 0 . (۱۳۶ .۳)

.I2 = 0 عبارتي به و است تاريك P2 ي قطبنده خروجي كه ميشود مشاهده حالت اين در
كه است ϕ آن قطبش ي زاويه كه دهيم قرار را P3 ي قطبنده ،P2 و P1 هاي قطبنده بين (۱۱ .۳)b شكل مطابق اگر حال

با است برابر P2 از خروجي شدت حالت اين در .ϕ ̸= 0, π/2 يعني است افقي نه و عمودي نه

I2 = I1 cos
2 ϕ sin2 ϕ , (۱۳۷ .۳)

است. غيرصفر ϕ ̸= 0, π/2 براي كه
ي مولفه و است عمودي قطبش داراي فقط كرد، عبور P1 از نور پرتو آنكه از پس كه است اين آزمايش اين مهم ي نكته
نيست. افقي ي مولفه هيچ داراي P3 ي قطبنده به به ورودي پرتو پس است. صفر است b بردار با موازي كه آن افقي قطبش
مشاهده آزمايش از آنچه انتظار خلاف بر اما باشد. صفر ،I2 يعني ،P2 افقي ي قطبنده از نهايي خروجي داريم انتظار بنابراين
افزايش را پرتو شدت P3 كردن اضافه چراكه است سخت شهودي لحاظ به مسئله اين فهم .I2 ̸= 0 كه است اين ميكنيم
هم پرتو شدت كاهش با بلكه شود؛ اضافه پرتو به هم قطبش از افقي اي مولفه افزايش، اين در باشيم داشته انتظار كه نميدهد
متناظر حالت دو برهمنهي توسط فوتون حالت ،P3 از پس بپذيريم كه است اين مشكل اين بر آمدن فائق راه تنها هستيم. روبرو
كنيم، عوض را P3 و P2 ترتيب اگر طرفي از ميشود. توصيف (a بردار با (موازي عمودي و (b بردار با (موازي افقي قطبشهاي با
ورودي عبارتي به يا P2 خروجي حالت اين در چراكه ،(I = 0) است صفر بوضوح نهايي خروجي كه كرد خواهيم مشاهده

بود. خواهد صفر هم نهايي خروجي بنابراين و است صفر P3

تاثير بصورت ميتوان را ميكنند عوض قطبش) (بلحاظ را سامانه حالت و ميكنند تعيين را سامانه قطبش كه ها قطبنده اين اثر
ميرسيم: زير نتايج به آزمايش اين از آمده بدست نتايج به توجه با بنابراين ميكند. اثر سامانه حالت روي كه كرد تعبير عملگر يك

مهم: ي نتيجه دو
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.... :۱۱ .۳ شكل

سامانه در قبلا كه را حالتهايي حتي و ميكند عوض بكلي را سامانه حالت گيري اندازه كه ميفهميم P̂3 عملگر تاثير از .۱
كرد.) اضافه را b قطبش P3 ) ميكند. اضافه آن به هم را اند نداشته حضور

نيستند. جابجاپذير عملگرها كوانتومي مكانيك در عبارتي به .P̂2P̂3 ̸= P̂3P̂2 يعني است مهم عملگرها تاثير ترتيب .۲
كلاسيك مكانيك در كميتها كه است اين كوانتومي مكانيك و كلاسيك مكانيك در كميتها اساسي تفاوت ديگر: بيان به
با كوانتومي مكانيك در درحاليكه ميشوند؛ جابجا باهم بنابراين و ميشوند داده نمايش (c-numbers) كلاسيكي اعداد با

عبارتي: به نميشوند. جابجا باهم لزوما و ميشوند داده نشان عملگرها يعني (q-numbers) كوانتومي اعداد

ÂB̂ ̸= B̂Â , يا
[
Â, B̂

]
̸= 0 . (۱۳۸ .۳)

برخي ادامه در شد. شفاف هايزنبرگ خود و يوردان بورن، توسط سپس و شد معرفي هايزنبرگ توسط ابتدا جابجاناپذيري مفهوم
ميكنيم. بيان را عملگرها جابجاي خواص

است: پادمتقارن عملگر دو جابجايي .۱[
Â, B̂

]
= −

[
B̂, Â

]
. (۱۳۹ .۳)

است: خطي عملگر دو جابجايي .۲[
αÂ+ βB̂, Ĉ

]
= α

[
Â, B̂

]
+ β

[
B̂, Ĉ

]
. (۱۴۰ .۳)
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.۳[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂ . (۱۴۱ .۳)

ژاكوبي اتحاد .۴[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]
+
[
B̂,

[
Ĉ, Â

]]
+
[
Ĉ,

[
Â, B̂

]]
. (۱۴۲ .۳)

ميشود: جابجا خودش با عملگر هر .۵[
Â, Â

]
= 0 . (۱۴۳ .۳)

ميشود: جابجا خودش از تابعي هر با عملگر هر .۶[
Â, f(Â)

]
= 0 . (۱۴۴ .۳)

ميشود: جابجا Ĉ با Â كه نميدهد را نتيجه اين لزوما شود، جابجا Ĉ با B̂ و شود جابجا B̂ با Â اگر .۷

اگر
[
Â, B̂

]
= 0 , و

[
B̂, Ĉ

]
= 0 ,⇏

[
Â, Ĉ

]
= 0 . (۱۴۵ .۳)

چه تحت عبارتي به ميشوند؟ جابجا پذير مشاهده دو شرايطي چه تحت كه است اين ميشود مطرح كه مهمي سوال حال
ميكند: روشن را موضوع زير مهم قضيه نيست؟ مهم آنها گيري اندازه ترتيب شرايطي

باشند. داشته مشترك كتهاي ويژه مجموعه اگر تنها و اگر ميشوند جابجا B̂ و Â پذير مشاهده دو .۴ .۳ قضيه
ميكنيم اثبات سپس ميشوند. جابجا باهم باشند، داشته مشتركي كتهاي ويژه پذير مشاهده دو اگر ميكنيم ثابت ابتدا اثبات:

دارند. مشترك كتهاي ويژه شوند، جابجا باهم اگر كه
يعني: باشند مشترك كتهاي ويژه داراي B̂ و Â پذير مشاهده دو ميكنيم فرض ابتدا :۱ مرحله

Â |ϕn⟩ = an |ϕn⟩ , (۱۴۶ .۳)
B̂ |ϕn⟩ = bn |ϕn⟩ , (۱۴۷ .۳)

داشت: خواهيم اساس اين بر هستند. آنها مشترك كتهاي ويژه {|ϕn⟩} و B̂ و Â مقادير ويژه ترتيب به bn و an كه

ÂB̂ |ϕn⟩ = Âbn |ϕn⟩ = bnÂ |ϕn⟩ = bnan |ϕn⟩ , (۱۴۸ .۳)
B̂Â |ϕn⟩ = B̂an |ϕn⟩ = anB̂ |ϕn⟩ = anbn |ϕn⟩ , (۱۴۹ .۳)

حال است. مسئله حكم كه
[
Â, B̂

]
= 0 عبارتي به يا ÂB̂ = B̂Â كه ميرسيم نتيجه اين به ،anbn = bnan كه آنجا از و

ميپردازيم. بازگشت مرحله اثبات به
مشتركند. كتهاي ويژه مجموعه داراي شوند، جابجا باهم B̂ و Â پذير مشاهده دو اگر كنيم ثابت ميخواهيم حال :۲ مرحله

داريم: صورت اين در باشد. ما ي سامانه هيلبرت فضاي براي اي پايه {|ϕn⟩} ي مجموعه كنيم فرض

⟨ϕj|ÂB̂|ϕk⟩ =
∑
n

⟨ϕj|Â|ϕn⟩ ⟨ϕn|B̂|ϕk⟩ . (۱۵۰ .۳)

آيد: مي در زير بصورت (۱۵۰ .۳) عبارت بنابراين .Â |ϕn⟩ = an |ϕn⟩ كه هستند Â كتهاي ويژه {|ϕn⟩} ميكنيم فرض حال

⟨ϕj|ÂB̂|ϕk⟩ =
∑
n

anδjn ⟨ϕn|B̂|ϕk⟩ = aj ⟨ϕj|B̂|ϕk⟩ . (۱۵۱ .۳)
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داريم: مشابه طريق به عملگرها، ترتيب كردن برعكس با

⟨ϕj|B̂Â|ϕk⟩ = ak ⟨ϕj|B̂|ϕk⟩ . (۱۵۲ .۳)
بنابراين: ميشوند، جابجا عملگر دو كه است اين ما فرض طرفي از

⟨ϕj|ÂB̂|ϕk⟩ = ⟨ϕj|B̂Â|ϕk⟩ , (۱۵۳ .۳)
داشت: خواهيم (۱۵۲ .۳) و (۱۵۱ .۳) به توجه با كه

(aj − ak) ⟨ϕj|B̂|ϕk⟩ = 0 . (۱۵۴ .۳)
خواهيم حالت اين در كه ،۳۷aj ̸= ak ميكنيم فرض j ̸= k حالت براي ميشود. ارضا و است بديهي j = k براي شرط اين
از ضريبي |ϕj⟩ كت هر روي B̂ اثر است لازم باشد، برقرار j ̸= k تمام براي رابطه اين اينكه براي . ⟨ϕj|B̂|ϕk⟩ = 0 داشت
مشتركند كت ويژه مجموعه داراي B̂ و Â بنابراين و هستند نيز B̂ كتهاي ويژه {|ϕj⟩} كه معناست بدين كه باشد |ϕj⟩ خود

□ ميشود. اثبات كامل بصورت قضيه ترتيب بدين و
داريم: بالا قضيه از نتيجه يك عنوان به

باشند گيري اندازه قابل همزمان B̂ و Â پذير مشاهده دو اينكه براي كافي و لازم شرط همزمان): پذيري (اندازه نتيجه
شوند. جابجا باهم كه است اين

يعني ({|ϕj⟩} (مثلا هستند مشترك كتهاي ويژه مجموعه داراي بالا قضيه بر بنا پس
[
Â, B̂

]
= 0 اگر اثبات:

Â |ϕi⟩ = ai |ϕi⟩ , و B̂ |ϕi⟩ = bi |ϕi⟩ . (۱۵۵ .۳)
براي ديگر عبارت به هستند. معلوم B̂ و Â پذير مشاهده دو هر آن در كه دارد وجود مشترك ي پايه يك كه معناست بدين اين
و ميدهد بدست خروجي عنوان به را ak مقدار ويژه قطعيت با شود گيري اندازه Â پذير مشاهده اگر ها، پايه از |ϕk⟩ حالت هر
مورد، دو هر در و ميدهد بدست گيري اندازه نتيجه عنوان به را bk مقدار ويژه قطعيت با شود، گيري اندازه B̂ پذير مشاهده اگر
بگيريم. اندازه اول را B̂ و Â پذيرهاي مشاهده از كداميك نيست مهم بنابراين و نميكند تغيير گيري اندازه از پس سامانه حالت

□
داريم: بالا ي نتيجه از فوري ي نتيجه يك عنوان به

گرفت. اندازه دلخواه) دقت (با همزمان نميتوان را نميشوند جابجا كه پذيرهايي مشاهده نتيجه:
چراكه است خودش از تابعي و عملگر يك همزمان، پذيرهاي مشاهده از خاص حالت ]يك

f(Â), Â
]
= 0 . (۱۵۶ .۳)

كه قسمي به ميدهيم نشان Â−1 با را Â فيزيك كميت يك معكوس همچنين

ÂÂ−1 = Â−1Â = 1 . (۱۵۷ .۳)

داريم همچنين .
[
Â, Â−1

]
= 0 كه است واضح

اگر Â |ϕn⟩ = an |ϕn⟩ =⇒ Â−1 |ϕn⟩ =
1

an
|ϕn⟩ . (۱۵۸ .۳)

مشخصي معناي ها، جابجاشونده حالت برخلاف آنها، ضرب مفهوم نباشند، گيري اندازه قابل همزمان B̂ و Â پذير مشهده دو اگر
نميشود مربوط فيزيك پذير مشاهده هيچ به بنابراين و نيست هرميتي ÂB̂ حاصلضرب كه ميدهد نشان اينجا را خود اين ندارد.

ميشود: منجر زير قضيه به كه
در كه گويند تبهگن حالتهاي حالتها، اين به باشند. برابر باهم ak و aj مقادير ويژه j ̸= k براي كه باشند داشته وجود ميتوانند هم ۳۷حالتهايي

ميشود. بررسي (؟؟) بخش
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. 
[
Â, B̂

]
= 0 اگر تنها و اگر است هرميتي ÂB̂ عملگر .۵ .۳ قضيه

بنابراين: باشند، هرميتي ÂB̂ كنيم فرض رفت: )اثبات
ÂB̂

)†
= ÂB̂ . (۱۵۹ .۳)

ميدانيم كلي حالت در طرفي )از
ÂB̂

)†
= B̂†Â† = B̂Â . (۱۶۰ .۳)

.
[
Â, B̂

]
= 0 بنابراين و

داريم: پس شوند، جابجا باهم B̂ و Â كنيم فرض برگشت: اثبات
ÂB̂ = B̂Â , (۱۶۱ .۳)

□ است. هرميتي ÂB̂ بنابراين و ÂB̂ =
(
ÂB̂

)†
داريم (۱۶۰ .۳) رابطه به توجه با كه

يعني: است پادهرميتي
[
Â, B̂

]
كميت ،B̂ و Â پذير مشاهده دو هر براي كه ديد براحتي ]ميتوان

Â, B̂
]†

=
(
ÂB̂ − B̂Â

)†
= B̂Â− ÂB̂ = −

[
Â, B̂

]
. (۱۶۲ .۳)

كميت بنابراين

i
[
Â, B̂

]
, (۱۶۳ .۳)

است. هرميتي حتما

تبهگني ۹ .۳
دو به طيفي، خطوط برخي كه ديد خواهيم دهيم قرار مغناطيسي ميدان تاثير تحت را را) ديگري اتم هر (يا هيدروژن اتم اگر
نمايشگر هركدام كه طيفي، خطوط اين كه معناست بدين اين ببينيد.) را (۱۲ .۳) (شكل ميشوند. شكافته طيفي خط چند يا
گيري اندازه با عبارتي به اند. بوده يكساني انرژيهاي داراي مغناطيسي ميدان كردن روشن از قبل است، متفاوتي كوانتومي حالتهاي

گوييم. تبهگني۳۸ آن به كه است حالتي از مثالي اين است. متفاوت حالتهاي اين از كداميك در اتم كه فهميد نميتوان انرژي

.... :۱۲ .۳ شكل

گوييم دهند، دست به را يكساني مقادير آزمايش در هرميتي) (عملگر فيزيكي كميت يك متفاوت حالت ويژه چند يا دو اگر
گيري اندازه هنگام كه آيد مي پيش گاهي عبارتي به گوييم. تبهگني ي مرتبه حالتها اين تعداد به هستند. تبهگن۳۹ حالتها اين

degeneracy۳۸

degenerate۳۹
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ويژه داراي متفاوت كت ويژه چند يعني ميشود. يكسان آزمايش خروجي كميت، اين حالت ويژه چند براي فيزيكي، كميت يك
حالتها ويژه اين از كداميك در سامانه بگوييم نميتوانيم نظر، مورد كميت گيري اندازه با حالتي چنين در هستند. يكساني مقادير

گوييم. تبهگني ي مرتبه كتها ويژه اين تعداد به و گوييم تبهگن را حالتي چنين دارد. قرار
قبل تبهگني عبارتي، به است. بالاتر هم تبهگني ي مرتبه باشد، بيشتر تقارن هرچه است. سامانه در تقارن ي نتيجه تبهگني
اگر يعني يكسانند هم با هندسي بلحاظ مربع يك رئوس مثلا است. هندسي مفهومي باشد، فيزيكي يا كوانتومي مفهومي آنكه از
ي مرتبه از تبهگني اينجا در نميبيند. تغييري شكل در ناظر اما ميشود عوض رئوس جاي اگرچه بچرخانيم، درجه ۹۰ را مربع

است. بينهايت ي مرتبه از تبهگني اين دايره براي و است چهار
به است. متفاوت حالت چهار با متناظر E2 = −3.4 eV انرژي با n = 2 تراز هيدروژن اتم در ديگر، مثالي عنوان به
گيري اندازه وقتي كه معناست بدين اين و هستند. يكساني انرژي مقدار ويژه داراي هاميلتوني متفاوت حالت ويژه چهار عبارتي
گفت نميتوان اما نيست، n = 2 جز به ترازي در الكترون كه ميشود معلوم اگرچه ميدهد، بدست را −3.4 eV مقدار انرژي
بايد متفاوت تراز چهار اين پس است. −3.4 eV برابر انرژي آنها ي همه براي كه است متفاوتي حالت چهار از كداميك در كه
متفاوت تراز چهار با ما وگرنه باشند، متفاوت مقادير ويژه داراي اي) زاويه تكانه اينجا (در ديگر فيزيكي كميت يك در حداقل
باشند. هم اي) زاويه ي تكانه اينجا (در دوم كميت كتهاي ويژه بايد تراز چهار اين نتيجتا داريم. تراز يك عملا و نيستيم روبرو
عملگرهاي سامانه اين در كه معناست بدين كه هستند اي زاويه تكانه و هاميلتوني مشترك حالتهاي ويژه تراز، چهار اين بنابراين

ميشوند. جابجا باهم اي زاويه ي تكانه و هاميلتوني
با كه است معني بدان اين باشند، an يكسان مقدار ويژه داراي متفاوت حالت ويژه چند ،Â كميت گيري اندازه با اگر پس
ديگري فيزيكي كميت بايد بنابراين دارد. قرار تبهگن حالتهاي ويژه اين از كداميك در سامانه بفهميم نميتوانيم Â گيري اندازه
اندازه با بتوان تا باشد متفاوت شان مقادير ويژه ولي بوده هم آن حالت ويژه تبهگن حالتهاي اين كه باشد داشته وجود (B̂ (مانند

كرد. معين را سامانه حالت آن گيري
براي مقدارشان ويژه (كه داريم متفاوت كوانتومي حالت دو وقتي كه است اين باشد داشته وجود B̂ كميت بايد اينكه علت
متفاوتي حالت اصولا وگرنه باشد B̂ مانند ديگري كميت مقدار ويژه در تفاوت از ناشي بايد تفاوت اين است)، يكي Â كميت
نبايد B̂ دوم كميت گيري اندازه نميشوند). جدا هم از مغناطيسي ميدان كردن روشن با هيدروژن اتم در مثلا بنابراين (و نيستند
ويژه براي مقدارش كه كند معرفي را دومي مقدار ويژه است قرار كه است اين B̂ ويژگي اولا چراكه دهد، تغيير را سامانه حالت
پس هستند، هم B̂ حالت ويژه حالتها اين چون ثانيا داد. تشخيص را سامانه حالت بتوان تا باشد متفاوت Âكميت تبهگن كتهاي
هستند B̂ و Â هرميتي عملگرهاي همزمان حالتهاي ويژه تبهگن، حالتهاي اين نتيجه در نميكند. عوض را آنها B̂ گيري اندازه

پس: ميشوند. جابجا باهم B̂ Â و عملگرهاي ۴ .۳ قضيه طبق بنابراين و
دارد وجود  B̂ مانند ديگري پذير مشاهده يك حداقل حتما باشند، تبهگن Â پذير مشاهده كتهاي ويژه اگر

ميبرد. بين از يا ميدهد كاهش را تبهگني و ميشود جابجا Â با كه
B̂ و Â پذيرهاي مشاهده همزمان حالت ويژه سامانه حالت كه معناست بدين برود بين از B̂ پذير مشاهده معرفي با تبهگني اگر
و Â پذيرهاي مشاهده مقدارهاي ويژه با را سامانه حالت شرايط اين در ميشود. تعيين bj و ai مقدار ويژه هردو تعيين با و است

داريم: و |ϕn⟩ = |ai, bj⟩ يعني داده نشان B̂
Â |ai, bj⟩ = ai |ai, bj⟩ ,
B̂ |ai, bj⟩ = bj |ai, bj⟩ . (۱۶۴ .۳)

برخي همچنان يعني نميرود. بين از كاملا اما ميشود كم تبهگني ي مرتبه اگرچه B̂ دوم پذير مشاهده معرفي با اوقات گاهي
مشاهده بايد مشابه استدلال اساس بر حالت اين در است. يكسان هم دوم پذير مشاهده براي مقدارشان ويژه تبهگن حالتهاي
تبهگن حالتهاي ويژه براي مقدارش ويژه و شود جابجا دوم و اول پذيرهاي مشاهده با كه باشد داشته وجود Ĉ مانند سومي پذير
كه باشيم داشته نياز بيشتري پذيرهاي مشاهده به تبهگني بردن بين از براي است ممكن مشابه طريق به باشد. متفاوت باقيمانده

يعني: ميشوند جابجا دو به دو هم با ]همگي
Â, B̂

]
=

[
Â, Ĉ

]
=

[
B̂, Ĉ

]
= · · · = 0 . (۱۶۵ .۳)

شونده۴۰ جابجا بدو دو عملگرهاي كامل ي مجموعه ميرود بين از كاملا تبهگني آنها معرفي با كه پذيرها مشاهده اين ي مجموعه به
Complete Set of Commuting Operatos (CSCO)۴۰
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ميشود تعيين ها كميت اين ي همه مقدار ويژه با سامانه حالت يافتيم، را كميتها اين ي همه وقتي گوييم. CSCO اختصار به يا
است: كميتها اين ي همه حالت ويژه سامانه حالتهاي ويژه بنابراين و

Â |ai, bj, ck, · · ·⟩ = ai |ai, bj, ck, · · ·⟩ ,
B̂ |ai, bj, ck, · · ·⟩ = bj |ai, bj, ck, · · ·⟩ , · · · . (۱۶۶ .۳)

هم با كميتها اين از يكي مقدار ويژه در حداقل حالت ويژه دو هر چراكه است رفته بين از كامل بطور تبهگني حالت اين در
متفاوتند.

پذيرها مشاهده از متفاوتي هاي مجموعه ميتوان سامانه حالت كردن تعيين براي يعني نيست. يكتا CSCO ي مجموعه اين
جابجا هم با آنها پذير مشاهده چند يا باشند مشترك پذير مشاهده چند يا يك است ممكن ها مجموعه اين بين كرد. انتخاب را
هم با مجموعه دو هر پذيرهاي مشاهده تمام صورت اين در وگرنه نميشوند جابجا هم با شان مشاهده يك حداقل حتما اما شوند،

است. تناقض در متفاوت CSCOي ي مجموعه دو داشتن فرض با كه ميدهند را CSCO يك تشكيل عملا و ميشوند جابجا
مثال: عنوان به

و است آن حالت ي كننده توصيف تنهايي به X̂ مكان عملگر بعدي، يك فضاي در اسپين۴۱ بدون ي ذره يك براي .۱
خواهيم آينده فصول در و است معادل CSCO يك P̂x خطي ي تكانه عملگر همچنين ميدهد. را CSCO يك تشكيل

است. انتظار قابل كه
[
X̂, P̂x

]
̸= 0 كه ديد

و ميدهند CSCO يك تشكيل {X̂, Ŷ , Ẑ} پذيرهاي مشاهده ي مجموعه اسپين بدون ذره يك براي بعد سه در .۲
است. {P̂x, P̂x, P̂z} ي مجموعه آنها معادل

هركدام {Ĥ, L̂2, L̂x} يا {Ĥ, L̂2, L̂x} آن معادل يا {Ĥ, L̂2, L̂z} ي مجموعه اسپين بدون هيدروژن اتم براي .۳
هستند. CSCO يك

است. نداشته تبهگني ابتدا از سامانه كه معناست بدين باشد داشته عضو يك فقط CSCO اگر

قطعيت عدم روابط ۱۰ .۳
زمان عملگر ۱۱ .۳

است بحث بودن كامل جهت ذره بودن اسپين بدون بر تاكيد علت نيست. نيازي اينجا در آن دانستن و كرد خواهيم معرفي بعد فصلهاي در را ۴۱اسپين

ندارد. مثال فهم در تاثيري آن ندانستن و
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ماتريسي مكانيك

بود. هيلبرت فضاي در كت بردارهاي اصول اين بيان زبان كرديم. معرفي را كوانتومي مكانيك ي موضوعه اصول قبل فصل در
صورت يكي شدند. ساخته كت و برا بندي صورت با همزمان كه دارد وجود كوانتومي مكانيك از ديگر معادل بندي صورت دو
فصل اين در شدند. معرفي شرودينگر توسط دومي و هايزنبرگ توسط اولي كه موج تابع بندي صورت ديگري و ماتريسي بندي

دارد. اختصاص موجي مكانيك به بعد فصل و ميپردازيم ماتريسي بندي صورت معرفي به

ماتريسي نمايش ۱ .۴
تشكيل كتها ويژه اين كه آنجا از است. |ϕi⟩ آن با متناظر كتهاي ويژه و ai آن مقادير ويژه كه بگيريد نظر در را Â پذير مشاهده
آنها حسب بر ميتوانيم را |ψ⟩ دلخواه كت هر عبارتي به و باشند هيلبرت فضاي هاي پايه ميتوانند ميدهند كامل مجموعه يك

دهيم: بسط

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ . (۱ .۴)

بدين كه آوريم بدست آن براي را ai مقدار |ψ⟩ حالت روي Â گيري اندازه از كه است اين احتمال ي دامنه ci بسط ضريب
آيد: مي بدست زير ي رابطه از و است شده فروكاسته |ϕi⟩ به سامانه حالت كه معناست

ci = ⟨ϕi|ψ⟩ . (۲ .۴)

با است برابر مربوطه احتمال بنابراين

Pr(ψ → ϕi) = |ci|2 = |⟨ϕi|ψ⟩|2 . (۳ .۴)

مشخص |ψ⟩ كت ci بسط ضرايب دانستن با عبارتي به و هستند بسط ضرايب دارد فيزيكي معناي نهايت در آنچه است واضح
بنابراين كنيم. جمع هم با را همه و كرده ضرب مربوطه پايه كت در را بسط ضريب هر كافيست آن ساختن براي چراكه ميشود.

كنيم: مرتب زير شكل به ستوني ماتريس يك در را آنها ميتوانيم كه هستند |ψ⟩ كت ي كننده مشخص ciها ي مجموعه

|ψ⟩ .=


c1
c2
...
cN

 . (۴ .۴)

ميرسيم: زير ي نتيجه به بنابراين
است. هيلبرت فضاي بعد ماتريس بعد كه ميدهيم نمايش ستوني ماتريسهاي با را كتها ماتريسي، مكانيك در

۴۳
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داشت: توجه نكته دو به بايد اينجا در
همين بيانگر هم تساوي بالاي نقطه علامت است. |ψ⟩ كت از نمايش۱ يك تنها ماتريس اين و نيست برابر ماتريس با كت .۱

معناست.
كه بردار يك هاي مولفه مانند است. متفاوت هم آن ماتريسي نمايش نتيجه در و |ψ⟩ بسط ضرايب مختلف، هاي پايه در .۲

است. متفاوت مختلف مختصات دستگاههاي در
داريم: (۱ .۴) ي رابطه از منظور بدين داد. نمايش سطري ماتريسهاي با بايد را براها كه زد حدس ميتوان

⟨ψ|ψ⟩ =
N∑
i=1

c∗i ci (۵ .۴)

اش نتيجه و بوده انجام قابل ⟨ψ| در |ψ⟩ ماتريسي نمايش داخلي ضرب اينكه براي است واضح است. مثبت) (و حقيقي عددي كه
ماتريسي نمايش هاي آرايه مختلط مزدوج آن هاي آرايه ثانيا و بوده سطري ⟨ψ| ماتريسي نمايش اولا بايد باشد حقيقي عددي

يعني: باشند، |ψ⟩

⟨ψ| .=
(
c∗1, c∗2, · · · , c∗N

)
. (۶ .۴)

بنابراين:
است. هيلبرت فضاي بعد ماتريس بعد كه ميدهيم نمايش سطري ماتريسهاي با را براها ماتريسي، مكانيك در

ميشود. منتج (۵ .۴) ي نتيجه به (۶ .۴) در (۴ .۴) ماتريسي نمايشهاي ضرب كه كرد وارسي براحتي ميتوان
ديگري كت به آنرا كت، يك در اثر از كه ميكنيم توجه عملگر تعريف به چيست عملگر ماتريسي نمايش ببينيم اينكه براي

ميكند: نظير

Ô |ψ⟩ = |χ⟩ . (۷ .۴)

بالا ضرب تا باشد مربعي ماتريس يك عملگر ماتريسي نمايش كه است لازم ميدهيم نمايش ستوني ماتريس با را كت كه آنجا از
هاي پايه {|ϕi⟩} ي مجموعه اگر بگيريد. نظر در را Ô دلخواه عملگر بيشتر بررسي براي باشد. انجام قابل ماتريسي نمايش در

داريم: باشند فضا

Ô = 1Ô1 =
N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi| Ô
N∑
j=1

|ϕj⟩⟨ϕj|

=
N∑
i=1

N∑
j=1

⟨ϕi|Ô|ϕj⟩ |ϕi⟩⟨ϕj| =
N∑
i=1

N∑
j=1

Oij |ϕi⟩⟨ϕj| , (۸ .۴)

هاي پايه در را Ô عملگر Oijها دانستن كه آنجا از است. عملگر |ϕi⟩⟨ϕj| و مختلط عددي Oij = ⟨ϕi|Ô|ϕj⟩ آن در كه
ماتريس همان يا j ستون و i سطر ي آرايه دو با ماتريسي در را آنها ميتوانيم i, j انديس دو به توجه با ميكند، معلوم {|ϕi⟩}

كنيم: مرتب زير شكل به مربعي

Ô .
=


⟨ϕ1|Ô|ϕ1⟩ ⟨ϕ1|Ô|ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ1|Ô|ϕN⟩
⟨ϕ2|Ô|ϕ1⟩ ⟨ϕ2|Ô|ϕ2⟩ · · · ⟨ϕ2|Ô|ϕN⟩

... ... . . . ...
⟨ϕN |Ô|ϕ1⟩ ⟨ϕN |Ô|ϕ2⟩ · · · ⟨ϕN |Ô|ϕN⟩

 =


O11 O12 · · · O1N

O21 O22 · · · O2N
... ... . . . ...

ON1 ON2 · · · ONN

 . (۹ .۴)

بنابراين:
representation۱

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۴عليرضا
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هيلبرت فضاي بعد ماتريس بعد كه ميدهيم نمايش مربعي ماتريسهاي با را عملگرها ماتريسي، مكانيك در
است.

|ψ⟩ =
∑N

i=1 ci |ϕi⟩ برابر {|ϕi⟩} هاي پايه در |ψ⟩ بسط اينكه فرض با را |ψ⟩⟨ψ| عملگر ماتريسي نمايش .۱۱ .۴ تمرين
□ آوريد. بدست باشد

است. ممنوع ⟨ψ| ⟨ϕ| و |ψ⟩ |ϕ⟩ تركيبهاي چرا كه ميشود مشخص عملگر و برا كت، ماتريسي نمايش بررسي با نكته:
نيستند. يكديگر در شدن ضرب قابل آنها ماتريسي نمايش ماتريسي، ابعاد بلحاظ چراكه

بخصوص هستند. برا |ψ⟩† و |ψ⟩T حاليكه در است كت يك همچنان |ψ⟩∗ است. تفاوت |ψ⟩† و |ψ⟩T ،|ψ⟩∗ بين نكته:
.|ψ⟩† = ⟨ψ|

هرميتي هميوغ
كتهاي بسط كنيد فرض ميگيريم. نظر در را ⟨χ|Ô|ψ⟩ براكت ،Ô عملگر هرميتي هميوغ ماتريسي نمايش آوردن بدست براي

باشد: زير بصورت {|ϕi⟩} هاي پايه در |χ⟩ و |ψ⟩

|ψ⟩ =
N∑
j=1

cj |ϕj⟩ , |χ⟩ =
N∑
i=1

di |ϕi⟩ . (۱۰ .۴)

بنابراين

⟨χ|Ô|ψ⟩ =
N∑
i=1

N∑
j=1

d∗i cj ⟨ϕi|Ô|ϕj⟩ =
N∑
i=1

N∑
j=1

d∗i cjOij (۱۱ .۴)

با است برابر بالا عبارت هرميتي )هميوغ
⟨χ|Ô|ψ⟩

)∗
=

N∑
i=1

N∑
j=1

dic
∗
jO∗

ij . (۱۲ .۴)

نوشت: زير بصورت ميتوان را هرميتي هميوغ اين طرفي )از
⟨χ|Ô|ψ⟩

)∗
= ⟨ψ|Ô†|χ⟩ =

N∑
i=1

N∑
j=1

dic
∗
j ⟨ϕj|Ô†|ϕi⟩ =

N∑
i=1

N∑
j=1

dic
∗
jO

†
ji . (۱۳ .۴)

اينكه بر علاوه بايد Ô† آوردن بدست براي كه معناست بدين كه ،O∗
ij = O†

ji داريم (۱۳ .۴) و (۱۲ .۴) ي رابطه دو ي مقايسه با
يعني: بگيريم، مختلط هميوغ ها آرايه از ميكنيم، عوض را ستون و سطر جاي Ô ماتريس۲ در

Ô† =
(
ÔT

)∗
. (۱۴ .۴)

بنابراين

Ô† .
=


O∗

11 O∗
21 · · · O∗

N1

O∗
12 O∗

22 · · · O∗
N2... ... . . . ...

O∗
1N O∗

2N · · · O∗
NN

 . (۱۵ .۴)

بيان زير در كه كرد بندي رده را ماتريسها از انواعي ميتوان دارد وجود عملگرها ماتريس هاي آرايه بين كه روابطي به توجه با
ميشود.

ماتريس اين بگيريد. نظر در را Â دلخواه ماتريس
است. آن ماتريسي نمايش منظور برديم نام عملگر يك ماتريس از هرجا و ميكنيم حذف را نمايش ي كلمه اختصار براي بعد به اين ۲از

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۵عليرضا
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.A∗
ij = Aij يا Â∗ = Â اگر است حقيقي .۱

.A∗
ij = −Aij يا Â∗ = −Â اگر است موهومي .۲

.Aij = Aji يا ÂT = Â اگر است متقارن .۳
.Aij = −Aji يا ÂT = −Â اگر است پادمتقارن .۴

.A∗ji = Aij يا Â† = Â اگر است هرميتي .۵
.A∗
ji = −Aij يا Â† = −Â اگر است پادهرميتي .۶

.
(
ÂÂT

)
ij
=

(
ÂT Â

)
ij
= δij يا ÂÂT = ÂT Â = 1 يا ÂT = Â−1 اگر است متعامد .۷

.
(
ÂÂ†)

ij
=

(
Â†Â

)
ij
= δij يا ÂÂ† = Â†Â = 1 يا Â† = Â−1 اگر است يكاني .۸

عملگر رد
گويند: آن رد۳ را ماتريس يك اصلي قطر روي عناصر جمع

tr
(
Ô
)
=

N∑
i=1

Oii (۱۶ .۴)

است: زير هاي ويژگي داراي عملگر رد

tr
(
Â+ B̂

)
= tr

(
Â
)
+ tr

(
B̂
)
, tr

(
ÂB̂

)
= tr

(
B̂Â

)
, tr

(
cÂ

)
= c tr

(
Â
)
. (۱۷ .۴)

پايه تبديل ۲ .۴
در ميشود. نوشته r = x̂i + ŷj + zk̂ صورت به دكارتي مختصات دستگاه در بردار اين بگيريد. نظر در را r مكان بردار
صورت به كروي قطبي مختصات دستگاه در را r مكان بردار همين ميتوان حال است. {̂i, ĵ, k̂} ي مجموعه فضا هاي پايه اينجا
مختصات دستگاه از را r مكان بردار بيان اينجا در است. {r̂, θ̂, ϕ̂} ي مجموعه فضا هاي پايه حالت اين در نوشت. r = rr̂

{r̂, θ̂, ϕ̂} ي مجموعه به {̂i, ĵ, k̂} ي مجموعه از را فضا هاي پايه عبارتي به ايم. برده كروي قطبي مختصات دستگاه به دكارتي
گوييم. پايه۴ تبديل را فرآيندي چنين ايم. كرده تبديل

داد. بسط متفاوتي هاي پايه حسب بر ميتوان را |ψ⟩ نوعي كت يك فضا، اين در بگيريد. نظر در را هيلبرت فضاي يك حال
عنوان به نور قطبش ويژگي از مسئله اين فيزيكي مفهوم شدن معلوم براي چيست؟ ها پايه اين بين ي رابطه كه است اين سوال

ميكنيم. استفاده كوانتومي حالتهاي بيشتر بررسي براي ابزاري
جهات ي همه در الكتريكي ميدان يعني است، ناقطبيده لامپ از خروجي نور بگيريد. نظر در را (۱ .۴) شكل مطابق اي سامانه
را عمودي جهت در ميدانهاي عبور ي اجازه فقط دهيم، قرار نور مسير در را P1 ي قطبنده اگر حال ميكند. نوسان انتشار بر عمود
فوتونها برخي حقيقت در شد. خواهد خارج P1 ي قطبنده از كمتر شدت با البته و عمودي قطبش با نوري حالت اين در ميدهد.

نميكنند. عبور برخي و ميكنند عبور P1 از
بچرخانيم، درجه ۹۰ را P1 اگر ترتيب همين به ميدهيم. نشان |v⟩ كت با را عمودي قطبش با فوتونها كوانتومي حالت
حالت كه ميگويد ما به برهمنهي اصل ميدهيم. نشان |h⟩ كت با را آنها حالت و داشت خواهند افقي قطبش خروجي فوتونهاي

بنويسيم: |v⟩ و |h⟩ متعامد كتهاي از خطي تركيب بصورت ميتوانيم را فوتون قطبش كلي

|ψ⟩ = ch |h⟩+ cv |v⟩ , (۱۸ .۴)
trace۳

change of basis۴

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۶عليرضا
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.... :۱ .۴ شكل

داريم كه
ch = ⟨h|ψ⟩ , cv = ⟨v|ψ⟩ . (۱۹ .۴)

است. بعدي ۲ فوتون قطبش هيلبرت فضاي كه است واضح
P2 اگر بنابراين ميكند. قطبيده دارد ϕ ي زاويه |h⟩ راستاي به نسبت كه |a⟩ مثل ديگري راستاي در را نور P2 ي قطبنده
هايي پايه ميتوانند هم |b⟩ و |a⟩ كتهاي ميشود. قطبيده ميناميم |b⟩ آنرا كه |a⟩ بر عمود راستاي در نور بچرخانيم، درجه ۹۰ را

بنويسيم: |b⟩ و |a⟩ ي پايه كتهاي حسب بر ميتوانيم را دلخواه قطبش كت هر يعني باشند. هيلبرت فضاي اين براي
|ψ⟩ = ca |a⟩+ cb |b⟩ , (۲۰ .۴)

كه قسمي به
ca = ⟨a|ψ⟩ , cb = ⟨b|ψ⟩ . (۲۱ .۴)

به نسبت (۲ .۴) شكل مطابق كه ايم كرده استفاده را {|a⟩ , |b⟩} و {|h⟩ , |v⟩} متفاوت ي پايه دو قطبش بيان براي بنابراين
دارا را تماميت و هنجاري راست ويژگيهاي پايه دو اين از هركدام كه است واضح اند. يافته دوران ϕ ي زاويه ي اندازه به يكديگر

.... :۲ .۴ شكل

هستند:

{|h⟩ , |v⟩} :


⟨h|h⟩ = ⟨v|v⟩ = 1 ,

⟨v|h⟩ = ⟨h|v⟩ = 0 ,

|h⟩⟨h|+ |v⟩⟨v| = 1 .

{|a⟩ , |b⟩} :


⟨a|a⟩ = ⟨b|b⟩ = 1 ,

⟨a|b⟩ = ⟨b|a⟩ = 0 ,

|a⟩⟨a|+ |b⟩⟨b| = 1 .

(۲۲ .۴)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۷عليرضا
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در را است شده نوشته ({|h⟩ , |v⟩} (مثلا قديم پايه در كه را |ψ⟩ دلخواه قطبش حالت يك چگونه كه است اين سوال حال
از منظور اين براي برويم؟ ديگر ي پايه به پايه يك از چگونه چيست؟ ها پايه تبديل قانون عبارتي: به بنويسيم؟ جديد هاي پايه

ميكنيم: استفاده تماميت روابط

|h⟩ = 1 |h⟩ =
(
|a⟩⟨a|+ |b⟩⟨b|

)
|h⟩ . (۲۳ .۴)

داريم بنابراين

|h⟩ =
(
⟨a|h⟩

)
|a⟩+

(
⟨b|h⟩

)
|b⟩ , (۲۴ .۴)

داريم |v⟩ براي ترتيب همين به و

|v⟩ =
(
⟨a|v⟩

)
|a⟩+

(
⟨b|v⟩

)
|b⟩ . (۲۵ .۴)

بنويسيم: زير بصورت را (۲۵ .۴) و (۲۴ .۴) روابط )ميتوانيم
|a⟩
|b⟩

)
= Û

(
|h⟩
|v⟩

)
, (۲۶ .۴)

است: زير بصورت Û ماتريس آن در كه

Û =

(
⟨h|a⟩ ⟨v|a⟩
⟨h|b⟩ ⟨v|b⟩

)
. (۲۷ .۴)

داريم: |ψ⟩ دلخواه قطبش كت براي (۲۵ .۴) و (۲۴ .۴) روابط از حال
|ψ⟩ = ch |h⟩+ cv |v⟩

= ch

[(
⟨a|h⟩

)
|a⟩+

(
⟨b|h⟩

)
|b⟩

]
+ cv

[(
⟨a|v⟩

)
|a⟩+

(
⟨b|v⟩

)
|b⟩

]
=

(
ch ⟨a|h⟩+ cv ⟨a|v⟩

)
|a⟩+

(
ch ⟨b|h⟩+ cv ⟨b|v⟩

)
|b⟩

= ca |a⟩+ cb |b⟩ . (۲۸ .۴)
زير بصورت ميتوان كه است واضح (|a⟩ , |b⟩) جديد هاي پايه و (|h⟩ , |v⟩) قديم هاي پايه در بسط ضرايب بين روابط اينجا از

)نوشت:
ca
cb

)
= Û

(
ch
cv

)
, (۲۹ .۴)

است: زير قرار از Û تبديل ماتريس آن در كه

Û =

(
⟨a|h⟩ ⟨a|v⟩
⟨b|h⟩ ⟨b|v⟩

)
. (۳۰ .۴)

عبارتي به ميكند. تضمين را احتمال بقاي Û بودن يكاني .Û Û † = Û †Û = 1 يعني است يكاني ماتريسي Û ماتريس
نميخورد. هم به جديد و قديم هاي پايه در |ψ⟩ بهجارش
□ است. يكاني (۳۰ .۴) ماتريس كنيد ثابت .۱۲ .۴ تمرين

داريم باشند چرخيده ϕ ي اندازه به |h⟩ , |v⟩ به نسبت |a⟩ , |b⟩ هاي پايه اگر كنيد ثابت (۲ .۴) شكل به توجه با .۱۳ .۴ تمرين

Û =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. (۳۱ .۴)

□ داد. نمايش هيلبرت فضاي در محورها دوران با ميتوان را پايه تغيير باشد، محدود هيلبرت فضاي بعد كه حالتي در عبارتي به

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۸عليرضا
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قرار از {|ϕi⟩} هاي پايه با هيلبرت فضاي در |ψ⟩ بسط اگر يعني داد. تعميم دلخواه ابعاد به ميتوان را بالا بعدي دو حالت
باشد: زير

|ψ⟩ =
N∑
j=1

cj |ϕj⟩ , (۳۲ .۴)

داريم: كه داد بسط {|ϕ′
i⟩} مثل متفاوتي هاي پايه در را  |ψ⟩ ميتوان

|ψ⟩ =
N∑
j=1

c′j
∣∣ϕ′
j

〉
. (۳۳ .۴)

حسب بر را ضرايب اين اينكه براي هستند. جديد هاي پايه در بسط ضرايب c′jها و قديم هاي پايه در بسط ضرايب cjها اينجا در
مينويسيم: زير شكل به قديم هاي پايه در ابتدا را |ψ⟩ كت آوريم بدست هم

|ψ⟩ =
N∑
j=1

cj |ϕj⟩ =
N∑
j=1

cj1 |ϕj⟩ =
N∑
j=1

cj

( N∑
i=1

|ϕ′
i⟩⟨ϕ′

i|
)
|ϕj⟩

=
N∑
i=1

N∑
j=1

⟨ϕ′
i|ϕj⟩ cj |ϕ′

i⟩ . (۳۴ .۴)

معرفي با

Uij = ⟨ϕ′
i|ϕj⟩ (۳۵ .۴)

داريم:

|ψ⟩ =
N∑
i=1

N∑
j=1

Uijcj |ϕ′
i⟩ =

N∑
i=1

( N∑
j=1

Uijcj

)
|ϕ′
i⟩ =

N∑
i=1

c′i |ϕ′
i⟩ , (۳۶ .۴)

كه: معناست بدين كه

c′i =
N∑
j=1

Uijcj , (۳۷ .۴)

عبارتي به يا

c
(new)
i =

N∑
j=1

Uijc
(old)
j . (۳۸ .۴)

يعني هستند Û تبديل ماتريس عناصر Uijها است واضح

Û =


U11 U12 · · · U1N

U21 U22 · · · U2N
... ... . . . ...

UN1 UN2 · · · UNN

 . (۳۹ .۴)

□ است. يكاني (۳۹ .۴) تبديل ماتريس دهيد نشان .۱۴ .۴ تمرين

جهرم دانشگاه علمائي،    ۴۹عليرضا
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عملگر و برا كت، تبديلهاي ۱ .۲ .۴
بنابراين است. c′i = ⟨ϕ′

i|ψ⟩ برابر جديد هاي پايه در و ci = ⟨ϕi|ψ⟩ برابر قديم هاي پايه در بسط ضرايب ،|ψ⟩ كت براي
با است برابر جديد پايه در |ψ⟩ بسط

|ψ⟩new =
N∑
i=1

c′i |ϕ′
i⟩ . (۴۰ .۴)

داريم c′iها براي حال

c′i = ⟨ϕ′
i|ψ⟩ = ⟨ϕ′

i|1|ψ⟩ = ⟨ϕ′
i|
( N∑
j=1

|ϕj⟩⟨ϕj|
)
|ψ⟩

=
N∑
j=1

⟨ϕ′
i|ϕj⟩ ⟨ϕj|ψ⟩ =

N∑
j=1

Uij ⟨ϕj|ψ⟩ =
N∑
j=1

Uijcj . (۴۱ .۴)

بنابراين
c′1
c′2...
c′N

 =


U11 U12 · · · U1N

U21 U22 · · · U2N
... ... . . . ...

UN1 UN2 · · · UNN



c1
c2
...
cN

 , (۴۲ .۴)

است: مرتبط هم به زير بصورت جديد و قديم هاي پايه در |ψ⟩ كت ماتريسي نمايش كه است اين بيانگر كه

|ψ⟩new = Û |ψ⟩old . (۴۳ .۴)

داريم: براها براي ترتيب همين به

⟨ψ|new = ⟨ψ|old Û
† . (۴۴ .۴)

داريم: ميكند تغيير چگونه پايه تبديل هنگام عملگرها ماتريسي نمايش بفهميم اينكه براي

O′
ij =

〈
ϕ′
i

∣∣Ô∣∣ϕ′
j

〉
=

〈
ϕ′
i

∣∣1Ô1
∣∣ϕ′
j

〉
=

〈
ϕ′
i

∣∣( N∑
m=1

|ϕm⟩⟨ϕm|
)
Ô
( N∑
n=1

|ϕn⟩⟨ϕn|
)∣∣ϕ′

j

〉
=

N∑
m=1

N∑
n=1

UimOmnU
∗
jn , (۴۵ .۴)

بنابراين و

Ônew = ÛÔoldÛ
† , (۴۶ .۴)

ترتيب همين به و

Ôold = Û †ÔnewÛ . (۴۷ .۴)

□ است. {|ϕ′
i⟩} به {|ϕi⟩} از پايه تغيير ماتريس Û =

∑N
n=1 |ϕ′

n⟩⟨ϕn| عملگر كنيد ثابت .۱۵ .۴ تمرين

جهرم دانشگاه علمائي،    ۵۰عليرضا
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□ ناورداست. پايه تبديل تحت tr
(
Ô
)

كنيد ثابت .۱۶ .۴ تمرين
نمايش باشند. هيلبرت فضاي هاي پايه ميتوانند هركدام كه بگيريد نظر در را {|ϕ′

i⟩} و {|ϕi⟩} كامل مجموعه دو
برابر {|ϕi⟩} ي پايه در Ô ماتريس عناصر مثلا است. متفاوت پايه دو اين در دلخواه عملگر يك يا برا كت، يك ماتريسي

ماتريسهاي عبارتي به است. O′
ij =

〈
ϕ′
i

∣∣Ô∣∣ϕ′
j

〉
برابر {|ϕ′

i⟩} ي پايه در و Oij = ⟨ϕi|Ô|ϕj⟩

Ô .
=


O11 O12 · · · O1N

O21 O22 · · · O2N
... ... . . . ...

ON1 ON2 · · · ONN

 , و Ô .
=


O′

11 O′
12 · · · O′

1N

O′
21 O′

22 · · · O′
2N

... ... . . . ...
O′

N1 O′
N2 · · · O′

NN

 , (۴۸ .۴)

نمايش دو هر |ψ⟩ دلخواه كت براي ترتيب همين به هستند. Ô عملگر ي دهنده نمايش هردو اما نيستند يكي هم با اگرچه
ماتريسي

|ψ⟩ .=


c1
c2
...
cN

 , و |ψ⟩ .=


c′1
c′2...
c′N

 , (۴۹ .۴)

معادلند. هم با اما متفاوتند هاي آرايه داراي اگرچه ،c′i = ⟨ϕ′
i|ψ⟩ و ci = ⟨ϕi|ψ⟩ آنها در كه

ساده بسيار Â ماتريسي نمايش حالت اين در باشند. Â پذير مشاهده كتهاي ويژه ،{|ϕi⟩} فضا، هاي پايه كنيد فرض حال
ميكند. روشن را موضوع اين زير مهم ي قضيه بود. خواهد

قطر روي عناصر ثانيا و قطريست اولا هستند عملگر آن كتهاي ويژه كه هايي پايه در عملگر يك ماتريسي نمايش .۶ .۴ قضيه
هستند. مقادير ويژه اصلي

ميكنند: صدق زير مقداري ويژه ي معادله در و هستند فضا هاي پايه Â هرميتي عملگر كتهاي ويژه كنيم فرض اثبات:
Â |ϕi⟩ = ai |ϕ⟩ . (۵۰ .۴)

است: زير قرار از Â ماتريسي نمايش هاي آرايه حال

Aij = ⟨ϕi|Â|ϕj⟩ = ajδij (۵۱ .۴)
هستند. ai مقادير ويژه اصلي قطر روي عناصر و صفر برابر (i ̸= j) نيستند اصلي قطر روي كه عناصري ميدهد نشان بوضوح كه

□
مشاهده همان كتهاي ويژه فضا هاي پايه اولا كه معناست بدين بود، قطري پذير مشاهده يك ماتريسي نمايش اگر نتيجه:

هستند. مقادير ويژه اصلي قطر روي عناصر ثانيا و است پذير
نمايش مثلا بود. خواهد ساده بسيار هستند فضا هاي پايه خودشان وقتي {|ϕi⟩} كتهاي ويژه ماتريسي نمايش همچنين

است: زير قرار از |ϕ1⟩ ماتريسي

|ϕ1⟩ = 1 |ϕ1⟩ =
N∑
i=1

|ϕi⟩⟨ϕi| |ϕ1⟩ =
N∑
i=1

δ1i |ϕi⟩ , (۵۲ .۴)

بنابراين و

|ϕ1⟩
.
=


δ11
δ12

...
δ1N

 =


1
0
...
0

 . (۵۳ .۴)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۵۱عليرضا
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ترتيب همين به

|ϕ2⟩
.
=


0
1
0
...
0

 , · · · , |ϕN⟩
.
=


0
0
...
0
1

 . (۵۴ .۴)

ديگر برخي و باشند Â پذير مشاهده كت ويژه آنها از تعدادي ،{|ϕi⟩} هاي پايه مجموعه در است ممكن اوقات گاهي
ساده بصورت هستند فضا هاي پايه مجموعه عضو كه Â كتهاي ويژه از دسته آن ماتريسي نمايش حالت، اين در نباشند.
نمايش چنين كتها ويژه ي بقيه ولي است. صفر يكي بجز آن هاي آرايه ي همه كه بود خواهد (0, 0, · · · , 1, · · · , 0)T ي
همگي Â ماتريس اصلي قطر روي اي آرايه ستون و سطر اگر همچنين است. صفر غير آنها ي آرايه دو حداقل و ندارند اي ساده
يكي بجز آن هاي آرايه ي همه كه دارد را فوق ي ساده نمايش آن با متناظر كت ويژه و است Â مقدار ويژه آرايه آن باشند، صفر

هستند. صفر

مقداري ويژه معادلات حل ۳ .۴
است: زمان از مستقل شرودينگر ي معادله مقداري، ويژه معادله مهمترين

Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ , (۵۵ .۴)
ي معادله حل با سامانه، هاميلتوني ماتريسي نمايش داشتن با هستند. متناظر حالتهاي ويژه ها  |ψn⟩ و سامانه انرژي Enها كه
معادله حل به محدود مقداري ويژه معادلات حل مسئله البته بيابيم. را |ψn⟩ متناظر حالتهاي و En انرژي ترازهاي ميتوانيم بالا

مقداري ويژه ي معادله با Â پذير مشاهده هر براي و نميشود زمان از مستقل شرودينگر
Â |an⟩ = an |an⟩ , (۵۶ .۴)

ايم. كرده گذاري نشان مقدارش ويژه با را كت ويژه هر اختصار براي اينجا در كه است برقرار
مجموعه فضا هاي پايه ميكنيم فرض كنيم، حل را مسئله اين بتوانيم Â دلخواه پذير مشاهده براي و كلي بصورت اينكه براي
هدف، نيست. قطري ها پايه اين در Â ماتريسي نمايش بنابراين نيستند. Â پذير مشاهده كتهاي ويژه لزوما كه است {|ϕi⟩} ي
{|ϕi⟩} هاي پايه در (۵۶ .۴) ي معادله نوشتن با منظور بدين است.  |an⟩ يعني آنها متناظر كتهاي ويژه و an مقادير ويژه يافتن

ميكنيم: شروع

Â1 |an⟩ = an1 |an⟩ ⇒ Â
( N∑
j=1

|ϕj⟩⟨ϕj|
)
|an⟩ = an

( N∑
j=1

|ϕj⟩⟨ϕj|
)
|an⟩ . (۵۷ .۴)

داريم: ⟨ϕi| در چپ از بالا عبارت ضرب با
N∑
j=1

⟨ϕi|Â|ϕj⟩ ⟨ϕj|an⟩ = an

N∑
j=1

⟨ϕi|ϕj⟩ ⟨ϕj|an⟩ , (۵۸ .۴)

داريم cnj = ⟨ϕj|an⟩ و Aij = ⟨ϕi|Â|ϕj⟩ دادن قرار با كه
N∑
j=1

Aijc
n
j = an

N∑
j=1

δijc
n
j , (۵۹ .۴)

شود: نوشته زير بصورت ميتواند كه
N∑
j=1

(
Aij − anδij

)
cnj = 0 . (۶۰ .۴)
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يعني دارد بديهي جوابهاي معادلات دستگاه اين كلي حالت در است. همگن N-مجهول N-معادله دستگاه يك فوق ي معادله
يعني: باشد صفر ضرايب ماتريس دترمينان كه است بديهي غير جواب زماني تنها .cnj = 0 jها ي همه براي

det
(
Â− an1

)
= 0 . (۶۱ .۴)

مي بدست n = 1, 2, · · · , N كه an مقدار ويژه N آن حل با كه است an حسب بر N درجه ي معادله يك بالا معادله
بنابراين و هستند يكسان مقادير ويژه داراي متفاوت حالتهاي برخي كه معناست بدين باشند، مضاعف معادله هاي ريشه اگر آيد.

داريم. تبهگني
و آوريم مي بدست را ها cnj و ميكنيم حل را (۶۰ .۴) ي معادله آمده، بدست an هر ازاء به نداريم، تبهگني كه حالتي در
باقي مجهول cnj ضرايب از يكي نهايتا معادله اين حل با كه داشت توجه بايد آيد. مي بدست |an⟩ ماتريسي نمايش ترتيب بدين
شرط اعمال از پس حتي تبهگن، ي مجموعه زير در باشيم، داشته تبهگني اگر اما شود. محاسبه بهنجارش شرط از بايد كه ميماند
هاي كت ويژه بين تعامد شرط از بايد كه ميماند باقي مجهول پارامتر تبهگني) ي مرتبه به (بسته بيشتر يا يكي هم بهنجارش
بگيرد. مقدار بينهايت اش دامنه در ميتواند كه ماند خواهد باقي مجهول پارامتر يك نهايت در حال عين با آيند. بدست تبهگن
كه تبهگن غير حالت خلاف بر يافت، خواهيم متعامد دو به دو كتهاي ويژه مجموعه بينهايت تبهگن مقدار ويژه براي ترتيب بدين

ميكنيم. حل تبهگن حالت براي ديگري و ناتبهگن حالت براي يكي مثال، دو ادامه در هستند. يكتا كتها ويژه مجموعه اين
با است برابر اي سامانه هاميلتوني ماتريس .۳ .۴ مثال

Ĥ
.
= E

 0 i 0
−i 0 0
0 0 2

 . (۶۲ .۴)

آوريد. بدست آنرا حالتهاي ويژه و مقادير ويژه

يعني ميكنيم حل را det
(
Ĥ − λ1

)
= 0 ي معادله Ĥ مقادير ويژه يافتن براي ابتدا حل:

∣∣∣∣∣∣
−λ iE 0
−iE −λ 0
0 0 2E − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ (2E − λ)(λ2 − E2) = 0 =⇒


λ = 2E = E1 ,

λ = E = E2 ,

λ = −E = E3 .

(۶۳ .۴)

ويژه ي معادله آمده، بدست مقادير ويژه از هركدام براي حال نداريم. تبهگني و متفاوتند معادله هاي ريشه تمام كه است واضح
كت ويژه ماتريسي نمايش ميكنيم فرض E1 = 2E براي ابتدا آوريم. مي بدست را آن با متناظر كت ويژه و كرده حل را مقداري

برابر |E1⟩ آن با متناظر

|E1⟩
.
=

c1c2
c3

 (۶۴ .۴)

داريم: حال باشد.

E

 0 i 0
−i 0 0
0 0 2

c1c2
c3

 = 2E

c1c2
c3

 . (۶۵ .۴)

است: جبري مجهول سه و معادله سه واقع در بالا رابطه
ic2 = 2c1

−ic1 = 2c2

2c3 = 2c3

(۶۶ .۴)
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و است درست هميشه بديهي ي رابطه يك هم سوم ي معادله .c1 = c2 = 0 كه ميرسيم نتيجه اين به اول ي معادله دو از
با است برابر |E1⟩ بنابراين نميدهد. ما به جديدي اطلاعات

|E1⟩
.
=

 0
0
c3

 . (۶۷ .۴)

كه ميماند باقي (c3 اينجا (در مجهول ضريب يك همواره مقداري ويژه ي معادله حل از بعد شد اشاره هم قبل در كه همانطور
داشت خواهيم شرط اين اعمال با آيد. بدست ⟨E1|E1⟩ = 1 بهنجارش شرط از بايد

|E1⟩
.
=

0
0
1

 . (۶۸ .۴)

ماتريسي نمايش روي از را اين است. فضا هاي پايه از يكي كت ويژه اين كه است مشخص |E1⟩ ي ساده ماتريسي نمايش از
2E برابر درايه اين مقدار بعلاوه و است صفر Ĥ ماتريس (3, 3) ي آرايه به مربوط ستون و سطر چراكه فهميد ميتوان هم Ĥ
دو با متناظر كتهاي ويژه كه است مشخص Ĥ ماتريس روي از بعلاوه است. |E1⟩ كت ويژه با متناظر مقدار ويژه همان كه است
صفر ((2, 2) و (1, 1) (يعني باقيمانده قطري هاي آرايه به مربوط ستون و سطر چراكه نيستند. فضا هاي پايه ديگر مقدار ويژه
متناظر كت ويژه ادامه در باشند. داشته صفر غير ي آرايه يك از بيش |E3⟩ و |E2⟩ هاي ماتريس داريم انتظار بنابراين نيستند.

فرض با مجددا آوريم. مي بدست را E2 = E مقدار ويژه با

|E2⟩
.
=

c1c2
c3

 , (۶۹ .۴)

داريم

E

 0 i 0
−i 0 0
0 0 2

c1c2
c3

 = E

c1c2
c3

 , (۷۰ .۴)

ميشود: منتج زير ي معادله سه به كه
ic2 = c1

−ic1 = c2

2c3 = c3

(۷۱ .۴)

.c2 = −ic1 آوريم مي بدست و هستند يكديگر از ضريبي واقع در دوم و اول ي معادله .c3 = 0 داريم سوم ي معادله از
با است برابر |E2⟩ كت بنابراين

|E2⟩
.
=

 c1
−ic1
0

 . (۷۲ .۴)

داشت خواهيم بهنجارش شرط از كه ماند باقي c1 ضريب مجددا

⟨E2|E2⟩ = 1 =⇒ 2c21 = 1 =⇒ c1 = ± 1√
2
. (۷۳ .۴)

اينجا در ما ندارد. تفاوتي c1 براي - يا + علامت انتخاب نميدهد، تغيير را آن فيزيك محتواي كت در عدد يك ضرب كه آنجا از
داشت: خواهيم نهايتا و ميكنيم انتخاب را + علامت

|E2⟩
.
=

1√
2

 1
−i
0

 . (۷۴ .۴)
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داشت خواهيم E3 = −E مقدار ويژه براي مشابه طريق به

|E3⟩
.
=

1√
2

1
i
0

 . (۷۵ .۴)

كامل ي مجموعه يك تشكيل بعلاوه عمودند. برهم دو به دو |E3⟩ و |E2⟩ ،|E1⟩ كتهاي ويژه كه كرد وارسي براحتي ميتوان
يعني ميدهند را

3∑
i=1

|Ei⟩⟨Ei| = 1
.
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (۷۶ .۴)

عناصر و بوده قطري Ĥ ماتريسي نمايش صورت اين در و باشند مسئله هيلبرت فضاي براي هايي پايه ميتوانند كتها ويژه اين پس
□ بود. خواهند مقادير ويژه همان اصلي قطر روي

هستند. تبهگن مقدارها ويژه كه ميكنيم بررسي را حالتي بعدي مثال در
با است برابر اي سامانه هاميلتوني ماتريس .۴ .۴ مثال

Ĥ
.
= E

 0 i 0
−i 0 0
0 0 1

 . (۷۷ .۴)

آوريد. بدست آنرا حالتهاي ويژه و مقادير ويژه

داشت: خواهيم آوريم. مي بدست را مقادير ويژه det
(
Ĥ − λ1

)
= 0 ي رابطه كمك به ابتدا حل:


λ = −E = E1 ,

λ = E = E2 ,

λ = E = E3 .

(۷۸ .۴)

با است برابر آن با متناظر كت ويژه و نداريم تبهگني E1 مقدار ويژه در

|E1⟩
.
=

1√
2

1
i
0

 . (۷۹ .۴)

مقدار ويژه اين با متناظر كت ويژه ماتريس كنيد فرض دارد. وجود ۲ ي مرتبه از تبهگني E2 = E3 = E مقادير ويژه براي اما
بنويسيم: زير بصورت را j = 2, 3 كه |Ej⟩ تبهگن

|Ej⟩
.
=

c1c2
c3

 . (۸۰ .۴)

ميرسيم: زير معادلات به مقداري ويژه ي معادله در كت ويژه اين جايگذاري با
ic2 = c1

−ic1 = c2

c3 = c3

. (۸۱ .۴)
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خواهد برابر |Ej⟩ ماتريس بنابراين است. بديهي ي رابطه يك سوم ي معادله و هستند يكديگر از ضرايبي دوم و اول معادلات
با بود

|Ej⟩
.
=

 c1
−ic1
c3

 . (۸۲ .۴)

كه ناتبهگن حالت خلاف بر اينجا در است. عمود |E1⟩ كت بر |Ej⟩ كت ،c3 و c1 مقادير تمام ازاء به كه كرد وارسي ميتوان
داريم: و ميبريم بكار را بهنجارش شرط ابتدا هستيم. روبرو مجهول پارامتر دو با ميماند، باقي مجهول پارامتر يك

⟨Ej|Ej⟩ = 1 =⇒ c3 =
√

1− 2c21 =⇒ |Ej⟩
.
=

 c1
−ic1√
1− 2c21

 . (۸۳ .۴)

داريم |E3⟩ براي  c1 = y و |E2⟩ براي c1 = x فرض با است. تبهگن كت ويژه دو بين تعامد باقيمانده ي رابطه تنها

|E2⟩
.
=

 x
−ix√
1− 2x2

 , و |E3⟩
.
=

 y
−iy√
1− 2y2

 . (۸۴ .۴)

ميشود: منتج زير ي معادله به ⟨E2|E3⟩ = 0 تعامد شرط

x2 + y2 =
1

2
=⇒ y =

√
1

2
− x2 . (۸۵ .۴)

بود: خواهند زير قرار از |E3⟩ و |E2⟩ تبهگن كتهاي ويژه بنابراين

|E2⟩
.
=

 x
−ix√
1− 2x2

 , |E2⟩
.
=

1√
2

 √
1− 2x2

−i
√
1− 2x2

2x

 . (۸۶ .۴)

براي انتخاب يك −1/
√
2 ≤ x ≤ 1/

√
2 كه x مجاز مقدار هر براي و نيستند يكتا تبهگن كتهاي ويژه جواب كه ميبينيم

معتبر ديگري ي اندازه به هركدام كه داشت خواهيم {|E2⟩ , |E3⟩} ي مجموعه بينهايت عملا بنابراين داريم. |E3⟩ و |E2⟩
آيد: مي بدست زير قرار از جوابها اين از يكي x = 0 انتخاب با است.

|E2⟩
.
=

0
0
1

 , |E2⟩
.
=

1√
2

 1
−i
0

 . (۸۷ .۴)

ميدانيم اگرچه شد، E برابر انرژي اگر اما است. |E1⟩ حالت در سامانه شود، −E آن مقدار و بگيريم اندازه را سامانه انرژي اگر
مشاهده به نياز اينجا در دارد. قرار |E3⟩ يا |E2⟩ حالتهاي از كداميك در بگوييم نميتوانيم اما نيست |E1⟩ حالت در سامانه
كتهاي ويژه براي مقدارش ويژه و باشند هم آن كتهاي ويژه {|E1⟩ , |E2⟩ , |E3⟩} كتهاي ويژه مجموعه كه است ديگري پذير
يكتا بصورت سامانه حالت و برود بين از تبهگني دوم پذير مشاهده گيري اندازه با ترتيب بدين تا باشد متفاوت |E3⟩ و |E2⟩

□ شود. مشخص
ميكنيم. بررسي ديگر پذير مشاهده كتهاي ويژه به پذير مشاهده يك كتهاي ويژه از را پايه تبديل بعد مثال در

است: شده داده زير در آنها ماتريسي نمايش كه بگيريد نظر در را B̂ و Â پذير مشاهده دو .۵ .۴ مثال

Â
.
=

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , B̂
.
=

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (۸۸ .۴)
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آوريد. بدست را B̂ و Â بهنجار بردارهاي ويژه و مقادير ويژه (الف)
زير قرار از مقادير ويژه اين با متناظر بردارهاي ويژه .a3 = −

√
2 و a2 = 0 ،a1 =

√
2 از عبارتند Â مقادير ويژه حل:

هستند:

|a1⟩
.
=

1

2

 1√
2
1

 , |a2⟩
.
=

1√
2

−1
0
1

 , |a3⟩
.
=

1

2

 1

−
√
2

1

 . (۸۹ .۴)

بردارهاي ويژه و است b3 = −1 و b2 = 0 ،b1 = 1 برابر آن مقادير ويژه (۶ .۴) قضيه بر بنا پس است. قطري  B̂ ماتريس
هستند: زير قرار از متناظر

|b1⟩
.
=

1
0
0

 , |b2⟩
.
=

0
1
0

 , |b3⟩
.
=

0
0
1

 . (۹۰ .۴)

باشند. فضا هاي پايه ميتوانند و داده كامل ي مجموعه تشكيل {|bi⟩} يا {|ai⟩} هاي مجموعه از هركدام داد نشان ميتوان
هستند. فضا هاي پايه ،{|bi⟩} آن، كتهاي ويژه كه است واضح B̂ ماتريسي نمايش از البته

ببرد. {|bi⟩} هاي پايه به را {|ai⟩} هاي پايه كه بيابيد قسمي به را Û تبديل ماتريس (ب)
خواهد زير قرا از Û ماتريس بنابراين .Uij = ⟨bi|aj⟩ با است برابر {|bi⟩} به {|ai⟩} از Û تبديل ماتريس عناصر حل:

بود:

Û
.
=

⟨b1|a1⟩ ⟨b1|a2⟩ ⟨b1|a3⟩
⟨b2|a1⟩ ⟨b2|a2⟩ ⟨b2|a3⟩
⟨b3|a1⟩ ⟨b3|a2⟩ ⟨b3|a3⟩

 =
1

2

 1 −
√
2 1√

2 0 −
√
2

1
√
2 1

 . (۹۱ .۴)

آوريد. بدست {|ai⟩} هاي پايه در را  B̂ و Â ماتريسي نمايش (پ)
قطري آن در B̂ نمايش دليل همين به هستند. B̂ كت ويژه كه است {|bi⟩} هاي پايه در B̂ و Â ماتريسي نمايش حل:
را  {|ai⟩} هاي پايه Û وقتي كه است واضح برويم. {|ai⟩} هاي پايه به {|bi⟩} هاي پايه از كه بيابيم تبديلي بايد حال است.
زير قرار از {|ai⟩} جديد هاي پايه در Â نمايش بنابراين ميكند. تبديل {|ai⟩} به را  {|bi⟩} هاي پايه Û † ميبرد، {|bi⟩} به

است:

Â′ = Û †ÂÛ
.
=

1

4

 1
√
2 1

−
√
2 0

√
2

1 −
√
2 1

0 1 0
1 0 1
0 1 1

 1 −
√
2 1√

2 0 −
√
2

1
√
2 1


=

√
2 0 0
0 0 0

0 0 −
√
2

 (۹۲ .۴)

بود، بيني پيش قابل البته كه دارند قرار مقادير ويژه اصلي قطر روي و است قطري جديد هاي پايه در Â نمايش كه ميبينيم
وارسي آنرا ميتوانيد كه بود نخواهد قطري جديد هاي پايه در B̂ نمايش طبيعتا هستند.  Â كتهاي ويژه جديد هاي پايه چراكه

□ داشت. خواهند ... و (1, 0, 0)T ي ساده نمايش Â كتهاي ويژه جديد هاي پايه در كه كنيد وارسي همچنين كنيد.
بنابراين و شده جابجا باهم پذير مشاهده دو يكي در كه ميپردازيم پذيرها مشاهده همزمان گيري اندازه به بعد مثال دو در

دارد. بستگي آنها ترتيب به گيري اندازه ي نتيجه و نميشوند جابجا هم با ديگري در و هستند گيري اندازه قابل همزمان

قرار |ψ0⟩ = 1√
7

(√
2 |ϕ1⟩ +

√
3 |ϕ2⟩ + |ϕ3⟩ + |ϕ4⟩

)
حالت در ابتدا كه بگيريد نظر در را اي سامانه .۶ .۴ مثال

.|H⟩ |ϕn⟩ = n2E0 |ϕn⟩ كه قسمي به هستند سامانه انرژي حالتهاي ويژه ها {|ϕn⟩} كه دارد
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آيد؟ مي بدست احتمالاتي چه با و مقاديري چه شود، گيري اندازه سامانه انرژي اگر (الف)
بدست n = 12, 3, 4 ازاء به كه هستند ،En = n2E0 سامانه، هاميلتوني مقادير ويژه همان سامانه انرژي ترازهاي حل:

با برابرند و آيند مي

E1 = E0 , E2 = 4E0 , E3 = 9E0 , E4 = 16E0 . (۹۳ .۴)

زير قرار از كه مربوطه احتمالهاي بنابراين و ⟨ϕn|ψ0⟩ با است برابر مقادير ويژه اين از هركدام گيري اندازه احتمال ي دامنه
بود: خواهند

Pr(ψ0 → ϕn) = Pr(En) = |⟨ϕn|ψ0⟩|2 =⇒
Pr(E1) =

2
7
, Pr(E2) =

3
7
, Pr(E3) =

1
7
, Pr(E4) =

1
7
. (۹۴ .۴)

Â اگر ميشود. تعريف Â |ϕn⟩ = (n+ 1)a0 |ϕn⟩ صورت به ⟨ϕn|ها روي آن تاثير كه بگيريد نظر در را Â عملگر (ب)
آيد؟ مي بدست احتمالاتي چه با و مقاديري چه شود، گيري اندازه |ψ0⟩ ي سامانه روي بر

با برابرند كه است آن مقادير ويژه Â ي شده گيري اندازه مقادير (الف) قسمت مشابه طريق به حل:

a1 = 2a0 , a2 = 3a0 , a3 = 4a0 , a4 = 5a0 . (۹۵ .۴)

بر Â گيري اندازه از بالا مقادير ويژه آمدن بدست احتمال ي دامنه بنابراين هستند هم Â كتهاي ويژه |ϕn⟩ كتهاي كه آنجا از
هستند: زير قرار از و بوده Pr(En) احتمالات همان دقيقا متناظر احتمالهاي و ⟨ϕn|ψ0⟩ با است برابر |ψ0⟩ سامانه روي

Pr(a1) =
2

7
, Pr(a2) =

3

7
, Pr(a3) =

1

7
, Pr(a4) =

1

7
. (۹۶ .۴)

بدست مقداري چه بگيريم، اندازه را Â بلافاصله اگر است. آمده بدست 4E0 مقدار و ايم گرفته اندازه را انرژي كنيد فرض (پ)
آمد؟ خواهد

پس هستند، هم Â كتهاي ويژه ⟨ϕn|ها چون است. |ϕ2⟩ حالت در سامانه و n = 2 پس شود 4E0 انرژي مقدار اگر حل:
سامانه حالت و آوريم مي بدست را 3a0 مقدار ۱ احتمال با بگيريم اندازه را Â مقدار |ϕ2⟩ يعني سامانه كنوني حالت روي اگر

كرد. نخواهد تغيير آن از پس

احتمالاتي چه با و مقاديري چه بگيريم، اندازه را  Ĥ بلافاصله و آيد، بدست 4a0 مقدار و بگيريم اندازه را Â ابتدا اگر (ت)
آيد؟ مي بدست

□ آيد. مي بدست 9E0 برابر ۱ احتمال با انرژي مقدار و است n = 3 داشت خواهيم (پ) قسمت مشابه استدلال با حل:
وابسته آنها ترتيب به گيري اندازه نتيجه و نميشوند جابجا باهم گر مشاهده دو كه ميكنيم بررسي را حالتي بعدي مثال در

است.
ماتريسي نمايش و است |ψ⟩ = 1

6

(
− |ϕ1⟩ + 2 |ϕ2⟩ + |ϕ3⟩

)
آن حالت كه بگيريد نظر در را اي سامانه .۷ .۴ مثال

است: زير شكل به Â پذير مشاهده و آن هاميلتوني

Ĥ
.
= E0

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 −1

 , Â
.
= a0

0 4 0
4 0 1
0 1 0

 . (۹۷ .۴)

آيد؟ مي بدست احتمالاتي چه با و مقاديري چه بگيريم اندازه را سامانه انرژي اگر (الف)
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دامنه .E3 = 2E0 و E2 = −E0 ،E1 = 0 با برابرند و هستند هاميلتوني مقادير ويژه همان سامانه انرژي مقادير حل:
هستند. هاميلتوني كتهاي ويژه |En⟩ كه است ⟨En|ψ⟩ برابر شوند منتج گيري اندازه از مقادير اين از هركدام اينكه احتمال ي

بود: خواهند زير قرار از كه آوريم بدست را كتها ويژه اين بايد ابتدا بنابراين

|E1⟩
.
=

1√
2

1
1
0

 , |E2⟩
.
=

0
0
1

 , |E3⟩
.
=

1√
2

−1
1
0

 . (۹۸ .۴)

با است برابر |ψ⟩ ماتريسي نمايش همچنين

|ψ⟩ .= 1√
6

−1
2
1

 . (۹۹ .۴)

با است برابر شود منتج آن مقادير ويژه از هركدام سامانه انرژي گيري اندازه از اينكه احتمال پس

Pr(ψ → E1) = |⟨E1|ψ⟩|2 =
1

12
,

Pr(ψ → E2) = |⟨E2|ψ⟩|2 =
1

6
,

Pr(ψ → E3) = |⟨E3|ψ⟩|2 =
3

4
. (۱۰۰ .۴)

آيند؟ مي بدست احتمالاتي چه با يو مقادير چه بگيريم، اندازه را Â سامانه روي اگر (ب)

با برابرند كه Â هستند مقادير ويژه خروجي مقادير (الف)، قسمت مشابه حل:

a1 = −
√
17a0 , a2 = 0 , a3 =

√
17a0 . (۱۰۱ .۴)

ميگيرد: قرار آن حالتهاي ويژه از يكي در Â گيري اندازه از پس سامانه همچنين

|a1⟩
.
=

1√
34

 4

−
√
17

1

 , |a2⟩
.
=

1√
17

 1
0
−4

 , |a3⟩
.
=

1√
34

 4√
17
1

 , (۱۰۲ .۴)

است: زير قرار از آنها از هريك داد برون احتمال كه

Pr(ψ → a1) = |⟨a1|ψ⟩|2 =
77

204
+

1√
17

,

Pr(ψ → a2) = |⟨a2|ψ⟩|2 =
25

102
,

Pr(ψ → a3) = |⟨a3|ψ⟩|2 =
77

204
− 1√

17
. (۱۰۳ .۴)

احتمالاتي چه با و مقاديري چه بگيريم اندازه را Â بلافاصله اگر آيد. بدست صفر مقدار انرژي گيري اندازه از كنيد فرض (پ)
آيد؟ مي بدست

Â اگر حال است. |E1⟩ حالت در سامانه كه معناست بدين است آمده بدست صفر مقدار انرژي گيري اندازه از وقتي حل:
متناظر كت ويژه در سامانه حالت و بود خواهد Â مقادير ويژه از يكي گيري اندازه ي نتيجه بگيريم اندازه نتيجه بگيريم اندازه را

جهرم دانشگاه علمائي،    ۵۹عليرضا
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روي بر Â گيري اندازه از ناشي كه Â مقادير ويژه از هركدام يافتن احتمال بنابراين داشت. خواهد قرار خروجي مقدار ويژه با
با است برابر است |E1⟩

Pr(E1 → a1) = |⟨a1|E1⟩|2 =

∣∣∣∣∣∣ 1√
68

(
4 −

√
17 1

)1
1
0

∣∣∣∣∣∣
2

=
(4−

√
17)2

68
,

Pr(E1 → a2) = |⟨a2|E1⟩|2 =

∣∣∣∣∣∣ 1√
34

(
1 0 −4

)1
1
0

∣∣∣∣∣∣
2

=
1

34
,

Pr(E1 → a3) = |⟨a3|E1⟩|2 =

∣∣∣∣∣∣ 1√
68

(
4

√
17 1

)1
1
0

∣∣∣∣∣∣
2

=
(4 +

√
17)2

68
. (۱۰۴ .۴)

احتمالاتي چه با و مقاديري چه بگيريم، اندازه را انرژي بلافاصله و آيد، بدست صفر مقدار سامانه روي Âگيري اندازه از اگر (ت)
آيد؟ مي بدست

حاصل انرژي مختلف مقادير يافتن احتمال بنابراين و است |a2⟩ برابر Â گيري اندازه از پس سامانه حالت مورد، اين در حل:
با: است برابر حالت اين روي انرژي گيري اندازه از

Pr(a2 → E1) = |⟨E1|a2⟩|2 =
1

34
,

Pr(a2 → E2) = |⟨E2|a2⟩|2 =
16

17
,

Pr(a2 → E3) = |⟨E3|a2⟩|2 =
1

34
. (۱۰۵ .۴)

مي بدست صفر Â مقدار و صفر انرژي مقدار احتمالي چه با بگيريم، اندازه را Â سپس و انرژي ابتدا سامانه روي بر اگر (ث)
چيست؟ سامانه نهايي حالت آيد؟

|a2⟩ حالت در سامانه Â براي صفر گيري اندازه از پس و |E1⟩ حالت در سامانه انرژي براي صفر گيري اندازه از پس حل:
با است برابر آن احتمال و است |a2⟩ سامانه نهايي حالت بنابراين ميگيرد. قرار

Pr(ψ → E1 → a2) = Pr(ψ → E1)Pr(E1 → a2) =
1

6
.
1

34
=

1

204
. (۱۰۶ .۴)

است؟ متفاوت (ث) حالت با جواب آيا شود. عوض Â و انرژي گيري اندازه ترتيب كه كنيد حل زماني براي را (ث) حالت (ج)
چرا؟

خواهد |E1⟩ سامانه نهايي حالت پس رفت. خواهد |E1⟩ به سپس و |a2⟩ حالت به |ψ⟩ از ابتدا سامانه حالت، اين در حل:
احتمال با بود

Pr(ψ → a2 → E1) = Pr(ψ → a2)Pr(a2 → E1) =
25

102
.
1

34
=

25

3468
. (۱۰۷ .۴)

Â و Ĥ پذيرهاي مشاهده چراكه است متفاوت هم با (ج) و (ث) قسمتهاي در آنها احتمال و سامانه نهايي حالت كه است واضح
□ نميشوند. جابجا باهم

جهرم دانشگاه علمائي،    ۶۰عليرضا


