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۵ فصل

موجي مكانيك

صورت به فصل اين در كرديم. بررسي را ماتريسي مكانيك همان يا كوانتومي مكانيك از هايزنبرگ بندي صورت قبل فصل در
گسسته هاي درايه و ماتريسها بجاي موجي مكانيك در شد. معرفي شرودينگر توسط بار اولين كه ميپردازيم موجي مكانيك بندي
معادل بيان، هردو كه ديد خواهيم اگرچه داريم. سروكار هستند پيوسته كميتهايي كه موج توابع با بسط، ضرايب عنوان به آنها ي
مناسب رهيافت دارد، سروكار ديفرانسيل معادلات و مشتقات توابع، با كه آنجا از موجي، تابع رهيافت مسائل از بسياري در هستند.
فضا دو اين در مسائل برخي حل به تكانه، و موقعيت مهم نمايش دو در موجي مكانيك معرفي از پس فصل اين در است. تري

پرداخت. خواهيم

موقعيت نمايش ۱ .۵
كتهاي ويژه نتيجه در و هستند مقادير ويژه از اي گسسته طيفهاي داراي كه گرفتيم نظر در را پذيرهايي مشاهده اينجا به تا

داريم: Â پذير مشاهده براي يعني هستند پذير شمارش و گسسته هم آنها با مرتبط

Â |an⟩ = an |an⟩ , n = 1, 2, · · · (۱ .۵)

پذير شمارش |ai⟩ كتهاي ويژه كه معناست بدين اين ايم. كرده گذاري نشان متناظرش مقدار ويژه با را كت ويژه هر اينجا در كه
باشد. بينهايت يا متناهي ميتواند ميشود) داده بسط آنها توسط كه هيلبرتي فضاي بعد همان (يا كتها ويژه اين تعداد البته هستند.
پيوسته طيف يك داراي آنها مقادير ويژه كه داريم سروكار هم پيوسته طيف با پذيرهايي مشاهده با كوانتومي مكانيك در اما
ناپذير شمارش و بوده پيوسته طيف يك هم مقادير ويژه اين نظير كتهاي ويژه نتيجه در .px تكانه يا x مكان مانند هستند

مثلا: هستند.

X̂ |x⟩ = x |x⟩ , or P̂x |px⟩ = px |px⟩ . (۲ .۵)

هم Ẑ و Ŷ عملگرهاي براي مشابهي روابط ايم. كرده گذاري نشان متناظرش مقدار ويژه با را كت ويژه هر مجددا هم اينجا در
دارد: وجود

Ŷ |y⟩ = y |y⟩ , Ẑ |z⟩ = z |z⟩ . (۳ .۵)

موقعيت كت هيلبرت فضاي بنابراين هستند. بعدي بينهايت هيلبرت فضاي يك به متعلق |z⟩ و |y⟩ ،|x⟩ كتهاي ويژه از هركدام
بوده Hz و Hy ،Hx هيلبرت فضاي سه تانسوري حاصلضرب ،H3 بعدي، سه فضاي در |r⟩

H3 = Hx ⊗Hy ⊗Hz , (۴ .۵)

بود: خواهد |z⟩ و |y⟩ ،|x⟩ كتهاي ويژه حاصلضرب |r⟩ كت ويژه و

|r⟩ = |x⟩ ⊗ |y⟩ ⊗ |z⟩ ≡ |x⟩ |y⟩ |z⟩ ≡ |x, y, z⟩ . (۵ .۵)

۵
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اما ساخت. بزرگتري هيلبرت فضاي و كرد تانسوري ضرب هم در را متفاوت هيلبرت فضاهاي از كت چند يا دو ميتوان كه ميبنيم
بعد يك در را بحث ادامه در نيستند. ضرب قابل يكديگر در هيلبرت فضاي يك از كت دو شد گفته هم (؟؟) فصل در كه همانطور
يك از بيش فضاهاي در مسيله دقيقتر بررسي است. مشابه هم Ẑ و Ŷ عملگرهاي براي ميدهيم. ادامه X̂ كتهاي ويژه روي و

داد. خواهيم انجام (؟؟) فصل در را بعد
بنابراين و است نامتناهي آنها تعداد كه است اين كتها ويژه اين بودن ناپذير شمارش و بودن پيوسته از حاصل ي نتيجه اولين
در است. بعدي بينهايت هيلبرت فضاي يك (x موقعيت فضاي (مانند ميشود داده بسط كتها ويژه اين توسط كه هيلبرتي فضاي
طبيعي) اعدا شمارش (مانند نبود. ديگري كت ويژه آنها بين و ميرفتيم |a2⟩ به |a1⟩ كت ويژه از شمارش هنگام گسسته حالت

حقيقي) اعداد (مانند دارد. وجود |x′′⟩ مانند ديگر كت ويژه بينهايت همچنان |x′⟩ و |x⟩ كت ويژه بين پيوسته حالت در اما
مقادير ويژه كه ميگيريم نتيجه (؟؟) قضيه همچنين و پيوسته، پذيرهاي مشاهده براي (۲ .۵) مقداري ويژه معادله به توجه با
روابط ميدهند. را هاي پايه از كاملي مجموعه تشكيل كتها ويژه اين همچنين عمودند. هم بر دو به دو كتها ويژه و حقيقي آنها

آورد: بدست داشتيم گسسته حالت در كه مشابهي روابط كمك به ميتوان را مربوطه

⟨ai|aj⟩ = δij −→ ⟨x|x′⟩ = δ(x− x′) , (۶ .۵)
N∑
i=1

|ai⟩⟨ai| = 1 −→
∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x| = 1 . (۷ .۵)

است: زير شكل به گسسته هاي پايه در كه بسط اصل همچنين

|ψ⟩ =
N∑
i=1

|ai⟩ ⟨ai|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ai⟩ , (۸ .۵)

آيد: مي در زير بصورت پيوسته هاي پايه در

|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩ ⟨x|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx c(x) |x⟩ . (۹ .۵)

خلاف بر است، x ي پيوسته متغير از تابع يك بنابراين و است پيوسته ي مجموعه يك c(x) = ⟨x|ψ⟩ بسط ضريب اينجا در
است. شمارا و گسسته ي مجموعه يك كه ci = ⟨ai|ψ⟩ بسط ضريب

براي را x مقدار ،|ψ⟩ سامانه روي X̂ مكان گيري اندازه از كه است اين احتمال ي دامنه بيانگر ⟨x|ψ⟩ عبارت موج: تابع
دهيم: نشان زير صورت به را آن c(x) بجاي كه است مرسوم آوريم. بدست آن

⟨x|ψ⟩ = ψ(x) , (۱۰ .۵)

داشت: خواهيم |ψ(t)⟩ سامانه زماني تحول گرفتن نظر در با گوييم. موج تابع آن به و

⟨x|ψ(t)⟩ = ψ(x, t) . (۱۱ .۵)

بسط ضريب موج تابع بنابراين است. شرودينگر ي معادله موج تابع همان عبارت اين كه يابيم مي در شده ارائه تعريف به توجه با
يعني است موقعيت فضاي در سامانه ي |ψ⟩ حالت

|ψ(t)⟩ =
∫ ∞

−∞
dx ψ(x, t) |x⟩ . (۱۲ .۵)

هيلبرت فضاي ي دهنده بسط و X̂ پذير مشاهده مقدار ويژه x يابيم. مي در را t و x متغيرهاي تفاوت بالا معادلات در دقت با
مانند هرميتي پذير مشاهده مقدار ويژه و ميكند توصيف را سامانه زماني تحول كه است پارامتر يك تنها t درحاليكه است سامانه
كوانتومي مكانيك در آنها موقعيت با كه و هستيم روبرو همسان متغيرهايي عنوان به مكان و زمان با خاص نسبيت در اما نيست. T̂

است! متفاوت

جهرم دانشگاه علمائي،    ۶عليرضا
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دامنه بزرگي مربع گسسته حالت در است. احتمال است گيري اندازه قابل واقعا آنچه نيست. پذير مشاهده احتمال ي دامنه
داريم: (۷ .۵) تماميت رابطه تزريق و موج تابع بهنجارش شرط از شروع با بود. احتمال برابر احتمال ي

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(t)| 1 |ψ(t)⟩ = ⟨ψ(t)|
(∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x|

)
|ψ(t)⟩

=

∫ ∞

−∞
dx ⟨ψ(t)|x⟩ ⟨x|ψ(t)⟩ =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x, t)|2 = 1 . (۱۳ .۵)

بود: خواهد يك ها احتمال همه مجموع يعني است يك به بهنجار موج تابع اينكه به توجه با

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ =
∫
dPr(ψ → x) = 1 . (۱۴ .۵)

كه ميرسيم نتيجه اين به (۱۳ .۵) ي رابطه با رابطه اين مقايسه با و

dPr(ψ → x) = |ψ(x, t)|2dx . (۱۵ .۵)

بازه در آن ضرب و است احتمال چگالي جنس از كميتي |ψ(x, t)|2 احتمال ي دامنه بزرگي مربع كه معناست بدين رابطه اين
دامنه بزرگي مربع پيوسته حالت در عبارتي به ميدهد. را dPr(ψ → x) احتمال ديفرانسيلي مقدار ما به dx ديفرانسيلي ي

يعني است احتمال چگالي برابر احتمال ي

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 = ψ∗(x, t)ψ(x, t) . (۱۶ .۵)

با است برابر احتمال چگالي بعد سه در همچنين

ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2 = ψ∗(r, t)ψ(r, t) . (۱۷ .۵)

با است برابر x+ dx تا x ي بازه در ذره يافتن احتمال بنابراين

dPr(ψ → (x, x+ dx)) = |ρ(x, t)|2dx . (۱۸ .۵)

است قرار اين از ميشود احتمال خود برابر احتمال ي دامنه بزرگي مربع آن در كه گسسته حالت با آن تفاوت و رابطه اين توضيح
محدود، ي بازه يك در حتي نقاط، تعداد چراكه است صفر برابر x محل در ذره يافتن احتمال ،X̂ مثل پيوسته حالت در كه
پيشامد بينهايت بر پيشامد يك تقسيم برابر باشد x ي نقطه در دقيقا ذره محل اينكه احتمال بنابراين و است ناشمارا و بينهايت
اطراف در dx ي بازه و x محل در ذره يافتن احتمال است معنا داراي احتمال عنوان به آنچه بنابراين شد. خواهد صفر كه است

ميكند. پيدا معنا احتمال چگالي بنابراين و است آن
با است برابر (a, b) محدود ي بازه در ذره يافتن احتمال (۱۸ .۵) به توجه با

Pr(ψ → (a, b)) =

∫ b

a

dx |ψ(x, t)|2 . (۱۹ .۵)

به بهنجارش شرط و است يك برابر فضا كل در آن يافتن احتمال دارد، قرار فضا از جايي يك در ذره حال هر به چون بنابراين
بود: خواهد زير صورت

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = 1 −→
∫ ∞

−∞
dx|ψ(x, t)|2 = 1 . (۲۰ .۵)

موج تابع بسط ۱ .۱ .۵
داد: بسط Â مانند پذير مشاهده يك |ϕi⟩ كتهاي ويژه حسب بر را |ψ⟩ دلخواه كت ميتوان كه همانگونه

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci |ϕi⟩ , (۲۱ .۵)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۷عليرضا
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را (۲۱ .۵) بسط است كافي داد. بسط Â پذير مشاهده يك ϕi(x) توابع ويژه حسب بر هم را ψ(x) دلخواه موج تابع هر ميتوان
داريم: و كنيم ضرب ⟨x| در چپ از

ψ(x) =
N∑
i=1

ciϕi(x) . (۲۲ .۵)

بود: خواهند زير قرار از موج توابع حسب بر هم ci بسط ضرايب مشابه طريق به

ci = ⟨ϕi|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx ϕ∗

i (x)ψ(x) . (۲۳ .۵)

ي مجموعه ميدهند، بسط را هيلبرت فضاي كه ميدهند را پايه بردارهاي از كاملي ي مجموعه تشكيل {⟨ϕi|}ها كه همانگونه
چراكه هستند. هيلبرت فضاي هاي پايه كه ميدهند را توابع از هنجاري راست ي مجموعه تشكيل هم {ϕi(x)} توابع ويژه

⟨ϕi|ϕj⟩ = δij =⇒ ⟨ϕi|
(∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x|

)
|ϕj⟩ = δij , (۲۴ .۵)

بنابراين ∫و ∞

−∞
dx ϕ∗

i (x)ϕj(x) = δij , (۲۵ .۵)

است. هنجاري راست شرط همان كه

بهنجارش ۲ .۱ .۵
يعني: شود N مانند محدود عددي برابر اما نشود يك برابر (۲۰ .۵) انتگرال ∫اگر ∞

−∞
dx|ψ(x, t)|2 = N , (۲۶ .۵)

داشت خواهيم كنيم تقسيم N به را بالا رابطه طرف دو اگر كرد. بهنجار را موج تابع ميتوان ∫باز ∞

−∞
dx

|ψ(x, t)|2

N
=

∫ ∞

−∞
dx
ψ∗(x, t)√

N
.
ψ(x, t)√

N
= 1 . (۲۷ .۵)

تعريف با بنابراين

ψ̃(x, t) =
ψ(x, t)√

N
, (۲۸ .۵)

است: بهنجار ψ̃(x, t) جديد موج تابع كه ∫ميبنيم ∞

−∞
dx

∣∣∣ψ̃(x, t)∣∣∣2 = 1 . (۲۹ .۵)

يعني شود بينهايت N مقدار (۲۶ .۵) معادله در اگر ∫اما ∞

−∞
dx|ψ(x, t)|2 = ∞ , (۳۰ .۵)

نيست. بهنجارپذير موج تابع

جهرم دانشگاه علمائي،    ۸عليرضا
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پذير مشاهده موضوع اين بررسي براي نيست. بهنجارپذير موج تابع حالتي چه در كه است اين ميشود مطرح كه سوالي حال
ميگيريم: نظر در را |ξ⟩ پيوسته مقادير ويژه طيف با ξ̂ نوعي

ξ̂ |ξ⟩ = ξ |ξ⟩ . (۳۱ .۵)
كه زماني سامانه انرژي حتي يا خطي تكانه مكان، مانند باشد: پيوسته مقداري ويژه طيف با كميتي هر ميتواند پذير مشاهده اين

است: زير قرار از {|ξ⟩} هاي پايه در |ψ⟩ سامانه حالت بسط آزاد. ذره انرژي مانند است پيوسته طيف داراي

|ψ⟩ =
∫
dξ ⟨ξ|ψ⟩ |ξ⟩ =

∫
dξ c(ξ) |ξ⟩ . (۳۲ .۵)

داريم باشد بهنجار سامانه حالت اينكه فرض با

⟨ψ|ψ⟩ = 1 =⇒
∫
dξ c∗(ξ)c(ξ) = 1 (۳۳ .۵)

هستند η̂ پذير مشاهده كتهاي ويژه مجددا كه بگيريد نظر در {|η⟩} مانند ديگري ي پيوسته ي پايه در را |ψ⟩ بسط طرفي از
باشد: پيوسته طيف با انرژي يا تكانه مكان، مانند پيوسته طيف با پذير مشاهده يك η̂ كه

|ψ⟩ =
∫
dη ⟨η|ψ⟩ |η⟩ =

∫
dη d(η) |η⟩ . (۳۴ .۵)

ميكنيم: جايگذاري (۳۴ .۵) معادله از {|η⟩} هاي پايه در را آن بسط c(ξ) = ⟨ξ|ψ⟩ در |ψ⟩ بجاي (۳۳ .۵) بسط در ∫حال
dξ c∗(ξ)c(ξ) =

∫
dξ c∗(ξ) ⟨ξ|ψ⟩ =

∫
dξ c∗(ξ) ⟨ξ|

∫
dη d(η) |η⟩

=

∫
dξ

∫
dη c∗(ξ)d(η) ⟨ξ|η⟩ . (۳۵ .۵)

حالت ويژه روي (يعني η مشخص مقدار با حالتي روي ξ̂ كميت گيري اندازه از كه است اين احتمال ي دامنه بيانگر ⟨ξ|η⟩ عبارت
آن، مختلط مزدوج برويم). ξ̂ پذير مشاهده از |ξ⟩ حالت ويژه به (يعني آوريم بدست را ξ مقدار ،(η مقدار ويژه با η̂ پذير مشاهده
عبارت ،η̂ طيف بودن پيوسته به توجه با بنابراين ميشود. عوض ξ و η جاي كه تفاوت اين با دارد مشابه تعريفي هم ⟨η|ξ⟩ يعني

داريم: (۳۵ .۵) رابطه در آن جايگذاري با بنابراين ميدهيم. نشان φη(ξ) با را آن كه است موج تابع يك ⟨ξ|η⟩ = ⟨η|ξ⟩∗∫
dξ c∗(ξ)c(ξ) =

∫
dξ

∫
dη c∗(ξ)d(η)φ∗

ξ(η) . (۳۶ .۵)

داشت: خواهيم بالا رابطه چپ و راست سمت مقايسه با

c(ξ) = ⟨ξ|ψ⟩ =
∫
dη d(η)φ∗

ξ(η) =

∫
dη ⟨η|ψ⟩φ∗

ξ(η) . (۳۷ .۵)

داريم: بالا رابطه در (۳۲ .۵) بسط از |ψ⟩ جايگذاري با حال

c(ξ) =

∫
dη ⟨η|

∫
dξ′ c(ξ′) |ξ′⟩φ∗

ξ(η) =

∫
dξ′c(ξ′)

∫
dη ⟨η|ξ′⟩φ∗

ξ(η) . (۳۸ .۵)

داشت: خواهيم φξ′(η) = ⟨η|ξ′⟩ جايگذاري با

c(ξ) =

∫
dξ′ c(ξ′)

[ ∫
dη φ∗

ξ(η)φξ′(η)

]
. (۳۹ .۵)

يعني: باشد δ(ξ − ξ′) برابر بايد كروشه داخل عبارت كه است ∫واضح
dη φ∗

ξ(η)φξ′(η) = δ(ξ − ξ′) . (۴۰ .۵)

ξ = ξ′ براي ولي عمودند هم بر φξ(η) موج توابع يعني شده صفر انتگرال مقدار ξ ̸= ξ′ ازاي به كه است اين عبارت اين معناي
عبارتي: به نيست. بهنجارشدن قابل و شده بينهايت انتگرال مقدار
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نيستند. پذير بهنجار پيوسته طيف با پذيرهاي مشاهده موج توابع
تر: دقيق عبارت به يا

پيوسته طيف با ديگري پذير مشاهده هاي پايه در (ξ̂ (مثلا پيوسته طيف با پذيري مشاهده هر بسط ضرايب
نيستند. بهنجارپذير ،(η̂ (مثلا

برعكس. و نباشد؛ پذير بهنجار X̂ هاي پايه در P̂x موج تابع داريم انتظار .۱ .۵ نتيجه
است پيوسته انرژي طيف كه حالتي براي است شرودينگر معادله جواب و هاميلتوني حالت ويژه كه ψ(x) موج تابع .۲ .۵ نتيجه

نيست. پذير بهنجار
|ψ(x)|2dx نباشد، پذير بهنجار ψ(x) اگر يعني ميكنيم. صحبت احتمالها نسبت از احتمال جاي به ما حالتهايي چنين در

نسبت اما نيست. x+ dx تا x ي بازه در ذره يافتن احتمال بيانگر

Pr(ψ → x′)

Pr(ψ → x′′)
=

|ψ(x′)|2

|ψ(x′′)|2
, (۴۱ .۵)

ميدهد. را x′′ در ذره يافتن احتمال به x′ در ذره يافتن احتمال نسبت همچنان

مكان هاي پايه در مكان عملگر نمايش ۳ .۱ .۵
خود كتهاي ويژه فضا، هاي پايه اگر و است مربعي ماتريس بصورت گسسته هاي پايه در عملگر نمايش كه ديديم قبل فصل در
قطر روي عناصر و بوده قطري و ساده آن ماتريسي نمايش باشد، شده داده بسط خودش هاي پايه در عملگر يعني باشند، عملگر
حدي تا هم پيوسته هاي پايه در عملگر نمايش نيست. قطري ماتريسي نمايش صورت اين غير در بود. خواهند مقادير ويژه اصلي

داشت. خواهد اي ساده شكل شود داده بسط خودش هاي پايه در عملگر اگر يعني است. صورت همين به
ها پايه اين در عملگر نمايش باشند {|x⟩} يعني عملگر اين كتهاي ويژه فضا هاي پايه اگر بگيريد. نظر در را X̂ عملگر

بود: خواهد زير بصورت

X̂ = 1X̂1 =

∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x| X̂

∫ ∞

−∞
dx′ |x′⟩⟨x′| =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dx′ ⟨x|X̂|x′⟩ |x⟩⟨x′| . (۴۲ .۵)

داشت: خواهيم (۶ .۵) هنجاري راست ي رابطه و (۲ .۵) مقداري ويژه ي رابطه به توجه با

X̂ =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dx′x′δ(x− x′) |x⟩⟨x′| =

∫ ∞

−∞
dx x |x⟩⟨x| . (۴۳ .۵)

در البته است. x مقدار ويژه آن روي عنصر و بوده صفر غير |x⟩⟨x| اصلي قطر فقط كه است واضح بالا عبارت آخر تساوي از
بگيريم نتيجه ميتوانيم (۷ .۵) تماميت رابطه به توجه با كه هستيم روبرو پيوسته كميتي ما و نيستند شمارا ها درايه پيوسته حالت

يعني بود خواهد x پارامتر ي ساده شكل به خودش هاي پايه در X̂ عملگر كه

X̂
.
= x , فضا هاي پايه : {|x⟩} (۴۴ .۵)

مكان هاي پايه در تكانه عملگر نمايش ۴ .۱ .۵
مثال يك عنوان به بود. نخواهد (۴۴ .۵) بسادگي آن شكل شود داده بسط خودش هاي پايه جز به هايي پايه در عملگري اگر
هيچ كوانتومي مكانيك در ما كه است اين مهم بسيار نكته آوريم. مي بدست مكان هاي پايه در را تكانه عملگر نمايش مهم بسيار
را آن سپس و بگيريم قرض كلاسيك مكانيك از را تكانه تعريف مجبوريم و نداريم ديگر) كميتهاي از بسيار (و تكانه براي تعريفي
نظريه يك عنوان به كوانتومي مكانيك شد، صحبت آن درباره (؟؟) بخش در كه همانگونه كه است دليل همين به كنيم. كوانتيده
بزرگ موجوداتي عنوان به ما كه است علت بدان اين دارد. نياز خودش از حدي حالت يك عنوان به كلاسيك مكانيك به جامع، ي
كه ... و سرعت انرژي، تكانه، مانند كميتهايي تمامي و نداشته اتمي زير و اتمي مقياسهاي در مستقيمي ي تجربه هيچ مقياس
اتمي ريزمقياس جهان توصيف براي مناسبي كميتهاي لزوما و است مقياس بزرگ جهان مناسب ايم ساخته طبيعت توصيف براي
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آن كوانتومي ي نسخه ساختن براي كلاسيك مكانيك در خطي تكانه تعريف از استفاده جز اي چاره بنابراين نيستند. زيراتمي و
ميگيريم. قرض كلاسيك فيزيك از را كميتها نام تنها ما اساسي، ويژگيهاي براي شويينگر: جولين قول به نداريم.

همگني ي نتيجه (كه سامانه انتقال تحت كه كميتي عنوان به تكانه كلاسيك مكانيك در ديديم، ۱ فصل در كه همانگونه
همين از هم اينجا در بنابراين ميشود. تعريف است انتقال مولد كه كميتي عنوان به معادل، صورت به يا است، پايسته است) فضا
اندازه به سامانه انتقال مولد T̂ (a) عملگر اگر بنابراين باشد. انتقال مولد خطي تكانه كه ميكنيم تعريف و كرده استفاده مفهوم

داريم: باشد a ي

T̂ (a) |x⟩ = |x+ a⟩ , (۴۵ .۵)

بود: خواهد زير بصورت يافته انتقال موج تابع بنابراين و

ψ(x+ a) = ⟨x+ a|ψ⟩ = ⟨x|T̂ †(a)|ψ(t)⟩ (۴۶ .۵)

يعني: باشد يكاني انتقال عملگر كه است لازم باشد بهنجار همچنان انتقال از پس سامانه حالت اينكه براي

T̂ (a)†T̂ (a) = 1 . (۴۷ .۵)

□ باشد. يكاني انتقال عملگر كه است لازم باشد بهنجار همچنان انتقال از پس سامانه حالت اينكه براي كنيد ثابت .۱ .۵ تمرين
بصورت را δx كوچك بينهايت مقدار براي انتقال عملگر ميتوان باشد. δx برابر و كوچك بينهايت a مقدار كنيم فرض حال

نوشت: زير

T̂ (δx) = 1 − iK̂xδx . (۴۸ .۵)

تبديل واحد عملگر به انتقال عملگر و افتد نمي اتفاق انتقالي هيچ δx بودن صفر با كه نمود توجيه ميتوان صورت بدين را بسط اين
همچنين بدهد. انجام را كار اين كه باشد K̂x مثل عملگري شامل بايد و است انتقال مقدار بيانگر دوم عبارت بنابراين ميشود.

باشد. هرميتي K̂ كه شده معرفي اين براي i ضريب باشد. انتقال مقدار يعني δx با متناسب بايد
□ باشد. هرميتي K̂ عملگر كه است لازم باشد يكاني T̂ (dx) عملگر كه اين براي كنيد ثابت .۲ .۵ تمرين

اين و باشد خطي تكانه عملگر با متناسب K̂ هرميتي عملگر است لازم است، خطي ي تكانه انتقال، مولد اينكه به توجه با
بنابراين است. طول عكس جنس از K̂ بعد باشد. جهاني ثابتي است لازم تناسب ثابت

K̂x =
P̂x

اي زاويه ي تكانه جنس از جهاني ثابتي . (۴۹ .۵)

داريم: بنابراين بود. نخواهد ،ℏ پلانك، ثابت جز چيزي بوهر تطابق اصل به توجه با جهاني ثابت اين

P̂x = ℏK̂x , (۵۰ .۵)

بود: خواهد زير بصورت انتقال عملگر و

T̂ (δx) = 1 − i
P̂xδx

ℏ
. (۵۱ .۵)

ميشود: منجر بنيادي و مهم بسيار رابطه يك به كه آوريم مي بدست را X̂ و T̂ (dx) بين جابجايي ]حال
X̂, T̂ (δx)

]
|x⟩ = X̂T̂ (δx) |x⟩ − T̂ (δx)X̂ |x⟩ = X̂ |x+ δx⟩ − xT̂ (δx) |x⟩

= (x+ δx) |x+ δx⟩ − x |x+ δx⟩ = δx |x+ δx⟩ ≃ δx |x⟩ . (۵۲ .۵)
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داريم ]بنابراين
X̂, T̂ (δx)

]
= −iX̂ P̂x

ℏ
δx+ i

P̂x

ℏ
X̂δx = δx , (۵۳ .۵)

ميدهد ]كه
X̂, P̂x

]
= iℏ . (۵۴ .۵)

كه قسمي به است كوانتومي مكانيك در جابجايي روابط مهمترين از يكي است كلي كاملا و نمايش از مستقل كه رابطه اين
بين مشابهي روابط سامانه. آن در تكانه و مكان عملگرهاي بين جابجايي رابطه برقراري با است معادل سامانه يك كردن كوانتيده
بنابراين ميشود. جابجا P̂z يا P̂y تكانه با X̂ مكان عملگر البته است. برقرار هم z و y جهتهاي در تكانه و مكان هاي مولفه

بود: خواهند زير قرار از جابجايي ]روابط
X̂i, P̂j

]
= iℏδij , (۵۵ .۵)

چراكه ميشوند. جابجا يكديگر با هم P̂z و P̂y ،P̂x ي تكانه عملگرهاي هستند. z و y و x هاي مولفه بيانگر j و i انديسهاي كه
بنابراين: هستند. پذير جابجا z و y و x راستاهاي در ]انتقال

P̂i, P̂j

]
= 0 . (۵۶ .۵)

□ .
[
P̂x, P̂y

]
= 0 كنيد ثابت |x, y⟩ حالت روي آن تاثير و

[
T̂ (δx), T̂ (δy)

]
جابجايي رابطه از شروع با .۳ .۵ تمرين

كلي: عبارت به يا
[
X̂, Ŷ

]
= 0 يعني ميشوند جابجا يكديگر با هم مكان عملگرهاي كه كرد ثابت ميتوان مشابه طريق ]به

X̂i, X̂j

]
= 0 . (۵۷ .۵)

كت بروي بر را T̂ (δx) = 1− iP̂xδx/ℏ انتقال عملگر آوريم، بدست را مكان هاي پايه در تكانه نمايش اينكه براي حال
ميكنيم: تزريق آن در را مكان پايه در تماميت رابطه برويم مكان هاي پايه به اينكه براي و داده تاثير ،|ψ⟩ سامانه، )حالت

1 − i
P̂xδx

ℏ

)
|ψ⟩ = T̂ (δx)

(∫ ∞

−∞
dx |x⟩⟨x|

)
|ψ⟩

=

∫ ∞

−∞
dx |x+ δx⟩ ⟨x|ψ⟩

=

∫ ∞

−∞
dx |x⟩ ⟨x− δx|ψ⟩

=

∫ ∞

−∞
dx |x⟩ψ(x− δx) . (۵۸ .۵)

ميدهيم: بسط x حول را ψ(x− δx) موج تابع حال

ψ(x− δx) = ψ(x)− δx
∂

∂x
ψ(x) +O(δx2)

= ⟨x|ψ⟩ − δx
∂

∂x
⟨x|ψ⟩ =

(
1− δx

∂

∂x

)
⟨x|ψ⟩ . (۵۹ .۵)

داريم: (۵۸ .۵) در (۵۹ .۵) جايگذاري با

P̂x |ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx |x⟩

(
− iℏ

∂

∂x

)
⟨x|ψ⟩ , (۶۰ .۵)
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داشت: خواهيم ⟨x′| در تساوي طرف دو ضرب با و

⟨x′|P̂x|ψ⟩ = −iℏ ∂

∂x′
⟨x′|ψ⟩ . (۶۱ .۵)

ميدهد: نشان مكان هاي پايه در را تكانه عملگر نمايش بوضوح (۶۱ .۵) رابطه

P̂x
.
= −iℏ ∂

∂x
, فضا هاي پايه : {|x⟩} . (۶۲ .۵)

مكان هاي پايه در تكانه موج تابع ۵ .۱ .۵
را مكان فضاي در ،⟨x|px⟩ = φp(x) تكانه، موج تابع ميتوانيم آورديم بدست مكان فضاي در را تكانه عملگر نمايش كه حال

P̂x عملگر مقداري ويژه معادله از شروع با آوريم. بدست

P̂x |px⟩ = px |px⟩ , (۶۳ .۵)

داريم ⟨x|px⟩ = φp(x) دادن قرار و ⟨x| در طرفين ضرب و

⟨x|P̂x|px⟩ = px ⟨x|px⟩ =⇒ P̂xφp(x) = pxφp(x). (۶۴ .۵)

داشت خواهيم (۶۲ .۵) مكان فضاي در P̂x عملگر نمايش از استفاده با

−iℏdφp(x)

dx
= pxφp(x) . (۶۵ .۵)

داشت: خواهيم معادله اين حل با

φp(x) = Ceipxx/ℏ , (۶۶ .۵)

كه ماتريسي مكانيك در مقداري ويژه معادلات حل مشابه دقيقا آيد؛ بدست بهنجارش شرط از بايد كه است ثابتي C ضريب كه
با بنابراين آيد. بدست بهنجارش شرط از بايد كه داشت خواهد وجود كت ويژه در ثابت ضريب يك معادله، حل از پس همواره

داريم (۲۰ .۵) به ∫توجه ∞

−∞
dxφ∗

p(x)φp(x) =

∫ ∞

−∞
dxC∗e−ipxx/ℏCeipxx/ℏ

= |C|2
∫ ∞

−∞
dx = |C|2[∞− (−∞)] = |C|2(∞) = ∞ . (۶۷ .۵)

رابطه با نتيجه اين نيست. بهنجارپذير مكان فضاي در تكانه موج تابع كه ميگويد ما به بوضوح بالا انتگرال جواب شدن بينهايت
همخوان است. (۱ .۵) نتيجه و (۴۰ .۵)

كمك ما به دلتا تابع انتگرالي نمايش و (۴۰ .۵) رابطه اما آورد، بدست بهنجارش شرط از نميتوان اگرچه Cرا بهنجارش ضريب
بود. نخواهد بهنجارپذير موج تابع همچنان اگرچه آوريم، بدست را C ضريب بتوانيم كه ميكند

است: زير قرار از ديراك دلتاي تابع انتگرالي نمايش

δ(k − k′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dx e(k−k′)x . (۶۸ .۵)

داريم (۶۸ .۵) رابطه از جايگذاري با و ميدهيم قرار متفاوت را ها تكانه (۶۷ .۵) رابطه چپ سمت ∫در ∞

−∞
dx φ∗

p′(x)φp(x) = |C|2
∫ ∞

−∞
dx ei(p−p′)x/ℏ = |C|2(2π)δ

(p− p′

ℏ

)
= |C|22πℏδ(p− p′) . (۶۹ .۵)
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ويژگي از آخر تساوي در

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) , (۷۰ .۵)

داريم C = 1/
√
2πℏ انتخاب با بنابراين ايم. كرده استفاده ديراك دلتاي ∫تابع ∞

−∞
dx φ∗

p′(x)φp(x) = δ(p− p′) , (۷۱ .۵)

كه معناست بدين كه

φp(x) = ⟨x|px⟩ =
1√
2πℏ

eipxx/ℏ . (۷۲ .۵)

يعني: بالاست ي رابطه مختلط مزدوج ⟨px|x⟩ يا تكانه فضاي در مكان موج تابع كه است واضح

φx(px) = ⟨px|x⟩ =
1√
2πℏ

e−ipxx/ℏ . (۷۳ .۵)

است: زير قرار از بعد سه در (۷۲ .۵) رابطه

φp(r) = ⟨r|p⟩ = 1

(2πℏ)3/2
eip·r/ℏ . (۷۴ .۵)

هم فيزيكي دليل يك ميتوان شد، ارائه مكان فضاي در تكانه موج تابع بودن بهنجارناپذير براي (۶۷ .۵) رابطه در كه اثباتي از جداي
ي تكانه داراي ،|px⟩ گيري، اندازه از قبل سامانه اوليه حالت كه است اين بيانگر φp(x) = ⟨x|px⟩ موج تابع كرد. بيان آن براي
اينكه احتمال دامنه درباره ما بنابراين است. |x⟩ يعني x معين مكان داراي سامانه حالت گيري اندازه از پس است. px مشخص
نميتوان چراكه است. تناقض در قطعيت عدم اصل با بوضوح كه ميكنيم صحبت باشد معيني مكان داراي معين تكانه با حالتي
بر قطعيت عدم اصل كه است اي هزينه φp(x) بودن بهنجارناپذير عبارتي به پس كرد. تعيين را سامانه تكانه و مكان همزمان

ميكند! تحميل ما

پاريته ۶ .۱ .۵
اين كنيم. معرفي ميدهيم۲ نشان π̂ با كه را فضا واروني يا پاريته۱ عملگر كه است مناسب شناختيم، را مكان هاي پايه كه حال

داريم: فضا واروني تعريف به توجه با كه ميكند اثر |x⟩ كتهاي ويژه روي عملگر

π̂ |x⟩ = |−x⟩ , (۷۵ .۵)

بود: خواهد زير بصورت بعد سه در و

π̂ |r⟩ = |−r⟩ . (۷۶ .۵)

(−x) و x متفاوت ي نقطه دو به مربوط ترتيب به كت ويژه دو اين چراكه نيست (− |x⟩) با برابر |−x⟩ كه باشيد داشته دقت
پاريته اگر حال است. برقرار همچنان احتمال بقاي فضا واروني با چراكه باشد. يكاني بايد π̂ كه است واضح البته هستند. فضا از

يعني شود نظير خودش به بايد دهيم تاثير |x⟩ روي دوبار را

π̂2 |x⟩ = π̂ |−x⟩ = |x⟩ , (۷۷ .۵)

داريم بنابراين و

π̂2 = 1 , (۷۸ .۵)
Parity۱

ايم. كرده استفاده π̂ نماد از نشود اشتباه تكانه عملگر با اينكه براي ما ميدهند. نشان P̂ يا P̂ با را پاريته عملگر كتابها ۲برخي
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يعني باشد هم هرميتي بايد كه ميگيريم نتيجه است يكاني پاريته چون و π̂ = π̂−1 كه معناست بدين كه

π̂ = π̂† . (۷۹ .۵)

ويژه به باشد. ±1 بايد پاريته عملگر مقادير ويژه كه است مشخص (۷۸ .۵) رابطه از است. پذير مشاهده يك پاريته عبارتي به
داريم باشد پاريته كت ويژه |α⟩ اگر عبارتي به گويند. فرد پاريته −1 مقدار ويژه با و زوج پاريته +1 مقدار ويژه با پاريته كتهاي

π̂ |α⟩ = ± |α⟩ , (۸۰ .۵)

⟨x|α⟩ = مشابه طريق به است. فرد پاريته با كتهاي ويژه براي منفي علامت و زوج پاريته با كتهاي ويژه براي مثبت علامت كه
بود. خواهد پاريته تابع ويژه هم α(x)

است: زير قرار از آن فضاي واروني حالت موج تابع بگيريد. نظر در را ⟨x|ψ⟩ = ψ(x) دلخواه موج تابع حال

⟨x|π̂|ψ⟩ = ⟨−x|ψ⟩ = ψ(−x) . (۸۱ .۵)

باشد زوج تابعي ψ(x) اگر صورت اين در كه باشد پاريته كت ويژه |ψ⟩ اينكه مگر نيست پاريته تابع ويژه ψ(x) كلي حالت در
بود: خواهد −1 مقدار ويژه با پاريته حالت ويژه باشد فرد تابعي اگر و +1 مقدار ويژه با پاريته حالت ويژه

π̂ψ(x) = ψ(−x) =

{
+ψ(x) , زوج پاريته
−ψ(x) . فرد پاريته (۸۲ .۵)

پاريته:.... جهانشمولي

مكان نمايش در شرودينگر معادله ۲ .۵
ميدهد: بدست را سامانه حالت كت زماني تحول كوانتومي مكانيك پنجم موضوع اصل كه گفتيم (؟؟) فصل در

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ (۸۳ .۵)

ميكنيم. ضرب ⟨x| در را معادله طرف دو كنيم بيان مكان هاي پايه در را معادله اين اينكه براي گوييم. شرودينگر معادله آن به كه
بنابراين است. سرراست بعدي سه حالت به تعميم ميگيريم. نظر در را بعدي يك حالت فعلا

iℏ ⟨x| ∂
∂t

|ψ(t)⟩ = ⟨x|Ĥ|ψ(t)⟩ . (۸۴ .۵)

ميكنيم: تزريق بالا معادله راست سمت در را (۷ .۵) معادله يعني مكان پايه در تماميت رابطه مكان هاي پايه به رفتن براي

⟨x|H|ψ(t)⟩ = ⟨x| Ĥ
(∫ ∞

−∞
dx′ |x′⟩⟨x′|

)
|ψ(t)⟩

=

∫ ∞

−∞
dx′ ⟨x|Ĥ|x′⟩ψ(x′, t) . (۸۵ .۵)

داريم Ĥ = K̂ + V̂ اينكه به توجه با نيست. مكان پايه در هاميلتوني عملگر نمايش جز چيزي ⟨x|Ĥ|x′⟩ عبارت

⟨x|Ĥ|x′⟩ = ⟨x|K̂|x′⟩+ ⟨x|V̂ |x′⟩ = 1

2m
⟨x|P̂ 2

x |x′⟩+ ⟨x|V̂ (X̂, t)|x′⟩ , (۸۶ .۵)

مكان نمايش در پتانسيل انرژي و جنبشي انرژي عملگرهاي ماتريسي عناصر ترتيب به آخر تساوي در دوم و اول جملات كه
است برابر مكان پايه در جنبشي انرژي نمايش بنابراين و داديم نشان (۶۲ .۵) رابطه در را مكان هاي پايه در تكانه نمايش هستند.

با

K̂ =
P̂ 2
x

2m
.
= − ℏ2

2m

∂2

∂x2
, فضا هاي پايه : {|x⟩} . (۸۷ .۵)
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چنين هم مكان عملگر از تابعي هر بنابراين است x پارامتر برابر مكان هاي پايه در X̂ مكان عملگر نمايش كه آنجا از همچنين
پتانسيل: انرژي براي جمله از بود خواهد

V̂ (X̂, t)
.
= V (x, t) , فضا هاي پايه : {|x⟩} . (۸۸ .۵)

بود: خواهد زير قرار از هم (۸۴ .۵) معادله چپ سمت

iℏ ⟨x| ∂
∂t

|ψ(t)⟩ = iℏ
∂

∂t
⟨x|ψ(t)⟩ = iℏ

∂

∂t
ψ(x, t) . (۸۹ .۵)

بود: خواهد زير صورت به بعد يك در مكان هاي پايه در شرودينگر معادله بالا روابط تجميع با نهايتا

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x, t)ψ(x, t) , (۹۰ .۵)

سه به تعميم شد. بيان (؟؟) بخش در و آورد بدست بنيادي، كمتر ديدگاهي با ولي شرودينگر، كه ايست معادله همان دقيقا كه
ميرسد: زير نتيجه به و است ساده بسيار بعد

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ(r, t) + V (r, t)ψ(r, t) . (۹۱ .۵)

احتمال بقاي ۱ .۲ .۵
يك در آن يافتن احتمال بنابراين و دارد قرار فضا از جايي يك در همچنان زمان گذشت با نميرود، بين از خودبخود ذره چون

عبارتي به است. يك فضا از جايي

d

dt

∫
d3r|ψ(r, t)|2 = d

dt
(1) = 0 . (۹۲ .۵)

بنابراين

d

dt

∫
d3r|ψ(r, t)|2 =

d

dt

∫
d3rψ∗(r, t)ψ(r, t)

=

∫
d3r

(∂ψ∗(r, t)

∂t
ψ(r, t) + ψ∗(r, t)

∂ψ(r, t)

∂t

)
= 0 . (۹۳ .۵)

است: زير قرار از ψ∗(r, t) و ψ(r, t) براي شرودينگر ي معادله

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ(r, t) + V (r, t)ψ(r, t) , (۹۴ .۵)

−iℏ∂ψ
∗(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ∗(r, t) + V (r, t)ψ∗(r, t) . (۹۵ .۵)

داريم: ψ(r, t) و ψ∗(r, t) در ترتيب به بالا ي معادله دو ضرب با

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
ψ∗(r, t) = − ℏ2

2m
ψ∗(r, t)∇2ψ(r, t) + V (r, t)ψ∗(r, t)ψ(r, t) , (۹۶ .۵)

−iℏ∂ψ
∗(r, t)

∂t
ψ(r, t) = − ℏ2

2m
ψ(r, t)∇2ψ∗(r, t) + V (r, t)ψ∗(r, t)ψ(r, t) . (۹۷ .۵)

داريم: هم از بالا ي معادله دو كردن كم با حال

∂ψ(r, t)

∂t
ψ∗(r, t) +

∂ψ∗(r, t)

∂t
ψ(r, t) =

iℏ
2m

(
ψ∗(r, t)∇2ψ(r, t)− ψ(r, t)∇2ψ∗(r, t)

)
. (۹۸ .۵)
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(۱۷ .۵) احتمال چگالي تعريف به توجه با

ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2 = ψ∗(r, t)ψ(r, t) , (۹۹ .۵)

بنويسيم: زير شكل به را (۹۸ .۵) ي معادله ميتوانيم

∂ρ(r, t)

∂t
=

iℏ
2m

∇ ·
(
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)− ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)

)
. (۱۰۰ .۵)

صورت به j(r, t) احتمال جريان چگالي بردار تعريف با

j(r, t) =
iℏ
2m

(
ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)− ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

)
, (۱۰۱ .۵)

ميشود: نوشته زير صورت به (۱۰۰ .۵) ي معادله

∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · j(r, t) = 0 , (۱۰۲ .۵)

ميباشد. است بار بقاي قانون بيانگر كه الكترومغناطيس در پيوستگي ي معادله شبيه كه گويند پيوستگي۳ ي معادله آن به كه
يافتن احتمال چگالي فضا از اي نقطه در اگر كه است معني بدين و است احتمال بقاي قانون رياضياتي بيان (۱۰۲ .۵) ي معادله
(كاهش) افزايش با ديگري محل در و يافته شارش احتمال جريان چگالي توسط احتمال تغيير اين يابد، (افزايش) كاهش ذره

باشد. يك برابر فضا تمام در ذره يافتم احتمال همچنان كه قسمي به بود خواهيم روبرو احتمال چگالي

زمان از مستقل شرودينگر معادله ۲ .۲ .۵
بصورت ψ(x, t) موج تابع ميتوان ،V (x, t) = V (x) يعني باشد زمان از مستقل پتانسيل انرژي (۵. ۹۰) اگر معادله در

نوشت: t از تابعي در x از تابعي حاصلضرب

ψ(x, t) = ψ(x)f(t) . (۱۰۳ .۵)

تشخيص قابل متغيرها روي از زمان به وابسته موج تابع با تفاوت ايم. داده نشان  ψ با مجددا را مكان به وابسته قسمت اينجا در
داشت: خواهيم  (۹۰ .۵) معادله در (۱۰۳ .۵) جايگذاري با است.

iℏψ(x)
df(t)

dt
= − ℏ2

2m
f(t)

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x)f(t) . (۱۰۴ .۵)

داريم: تقسيم و ضرب كمي و ψ(x)f(t) بر بالا معادله تقسيم با

iℏ
1

f(t)

df(t)

dt
= − ℏ2

2m

1

ψ(x)

d2ψ(x)

dx2
+ V (x) . (۱۰۵ .۵)

تمامي براي برابري اين كه حالتي تنها برابرند. هم با همواره اما هستند متفاوت متغير دو از تابعي بالا معادله چپ و راست سمت
است واضح معادله اين جملات ابعادي تحليل از باشند. ثابت عددي برابر معادله طرف هردو كه است اين باشد برقرار t و x مقادير

داريم: و ميدهيم نشان E با را آن بنابراين باشد. انرژي جنس از بايد عدد اين كه

iℏ
1

f(t)

df(t)

dt
= E , (۱۰۶ .۵)

− ℏ2

2m

1

ψ(x)

d2ψ(x)

dx2
+ V (x) = E . (۱۰۷ .۵)

continuity equation۳
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داشت خواهيم (۱۰۶ .۵) معادله حل با

f(t) = Ce−iEt/ℏ , (۱۰۸ .۵)

با بود خواهد برابر هم (۱۰۶ .۵) معادله شود. تعيين بهنجارش از ميتواند بعدا و است گيري انتگرال ثابت C كه

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) . (۱۰۹ .۵)

بود: خواهد زير شكل به بعد سه در و گوييم زمان از مستقل شرودينگر معادله را معادله اين

− ℏ2

2m
∇2ψ(r, t) + V (r)ψ(r) = Eψ(r) . (۱۱۰ .۵)

مختصه از جداگانه تابع سه جمع بصورت را آن بتوان يا باشد داشته بستگي (x (مثلا مختصه يك به فقط ذره پتانسيل انرژي اگر
نوشت: زير شكل به ها

V (r) = V (x, y, z) = V1(x) + V2(y) + V3(z) , (۱۱۱ .۵)

z و y و x ي جداگانه هاي مختصه براي ،(۱۰۹ .۵) شرودينگر معادله سه به را بعد سه در (۱۱۰ .۵) شرودينگر معادله ميتوان
پيشرفت با امروزه طرفي، از گرفت. كمك بعد يك در معادله حل از ميتوان بعدي، سه مسائل از بسياري براي بنابراين كرد. تبديل
كاربرد شرودينگر معادله بعدي يك حل بنابراين و هستيم روبرو هم بعد سه از كمتر ابعادي با كوانتومي هاي سامانه با فناوري،

ميپردازيم. بعدي يك هاي سامانه براي شرودينگر معادله حل بررسي به بيشتر ادامه در پس دارد. هم عملي
مستقل سامانه هاي ويژگي از كاملا شرودينگر معادله زماني قسمت جواب تابعي شكل كه است مشخص (۱۰۸ .۵) معادله از
مستقل شرودينگر معادله حل از انرژي و موج تابع از اعم سامانه هاي ويژگي تمام بنابراين دارد. بستگي آن انرژي به فقط و است
شكل به را (۱۰۹ .۵) معادله ميتوان ،(۸۷ .۵) معادله مكان، پايه در جنبشي انرژي نمايش به توجه با بعلاوه آيد. مي بدست زمان از

نوشت: )زير
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) =

(
K̂ + V (x)

)
ψ(x) = Ĥψ(x) , (۱۱۲ .۵)

آيد: مي در زير شكل به (۱۰۹ .۵) معادله و

ĤψE(x) = EψE(x) , (۱۱۳ .۵)

ويژه ψE(x) همچنين است. سامانه انرژي و هاميلتوني عملگر مقدار ويژه E بنابراين است. مقداري ويژه معادله يك بوضوح كه
حالتي مناسب بيشتر نمايش اين البته ايم. داده نمايش E انديس با را ψ موج تابع دليل همين به و بود خواهد سامانه انرژي تابع
است مناسبتر ميدهيم، نشان En را را آن ترازهاي كه باشد گسسته انرژي طيف كه هنگامي باشد. پيوسته انرژي طيف كه است

دهيم. نمايش ψn(x) بصورت را موج تابع كه
ويژه طيف گوييم. مانا حالتهاي آنها به و يابند نمي تحول زمان گذشت با انرژي توابع ويژه گفتيم (؟؟) بخش در كه همانطور
ي همه براي جنبشي انرژي جمله كه آنجا از باشد. هردو از تركيبي يا پيوسته يا گسسته سامانه، نوع به بسته ميتواند E مقدار
كه (؟؟) معادله نمايش نوشتن از ميتوانستيم را معادله اين ميكند. تعيين آن پتانسيل انرژي را سامانه نوع است، يكسان ها سامانه

آوريم. بدست هم است ها كت برداري فضاي در زمان از مستقل شرودينگر معادله
انرژي داراي حالت ويژه چند يا دو يعني باشند. تبهگن پيوسته و گسسته طيف حالت دو هر در ميتوانند انرژي مقادير ويژه
جابجا سامانه هاميلتوني با كه دارد وجود اسپين) يا اي زاويه تكانه (مانند ديگري پذير مشاهده حالت اين در باشند. يكساني

ميبرد. بين از را تبهگني و بوده متفاوت تبهگن حالتهاي براي آن مقدار ويژه كه ميشود

شرودينگر معادله جوابهاي هاي ويژگي ۳ .۲ .۵
ميكنيم. بررسي را آن كلي هاي ويژگي برخي شرودينگر معادله حل به ورود از قبل

بودن: منظم و پيوستگي

جهرم دانشگاه علمائي،    ۱۸عليرضا
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داد. نسبت احتمال دو نقطه يك به نميتوان چراكه باشد. مقداره تك بايد ψ(r) .۱
باشد. پذير مشتق ψ(r) كه ميكند الزام شرودينگر معادله چون باشد. پيوسته بايد ψ(r) .۲

باشد. ناپيوسته پتانسيل آن اگر حتي باشد، پيوسته محدود هاي پتانسيل براي بايد ψ(r) اول مشتق بالا مشابه دليل به .۳
آن مشتق اما است پيوسته همچنان ψ(r) اگرچه دلتا، تابع پتانسيل مانند باشد، بينهايت پتانسيل اي نقطه در اگر البته

بود. خواهد ناپيوسته
همه چراكه ψ(r)؛ = 0 آنجا در شود، بينهايت پتانسيل جايي در اگر است واضح (۱۱۰ .۵) زمان از مستقل معادله از .۴
الزاما  V → ∞ كه نواحي در و باشد متناهي بايد هم V ψ ي جمله بنابراين دارند. متناهي و محدود مقداري جملات
مرز در بنابراين و است صفر بينهايت سد به ذره ورود احتمال يعني شود. متناهي بتواند آنها حاصلضرب ψ تا → 0
يك از چراكه است، ناپيوسته و ناگهاني پتانسيل تغييرات چون مرز در اما .ψ(r) = 0 موج تابع پيوستگي بر بنا ناحيه،
صفر لزوما موج تابع ديگر V < ∞ اگر اما است. ناپيوسته موج تابع مشتق بنابراين ميرود، بنيهايت به محدود مقدار
است. منفي جنبشي انرژي كه است معني بدين كه باشد پتانسيل انرژي از كمتر ،E ذره، كل انرژي اگر حتي نيست،
كوانتومي ي ذره است ممكن ميشود) منفي جنبشي انرژي (چون است ممنوع كلاسيكي لحاظ به كه نواحي در يعني

باشد. حاضر
نميشود. صفر انرژي) مقدار كمترين تابع ويژه (يعني پايه حالت موج تابع بعدي، هر در .۵

انرژي: مقادير ويژه
است واضح باشد كمينه مقدار داراي پتانسيل كه زماني ،

〈
T̂
〉
> 0 و

〈
Ĥ
〉

=
〈
T̂
〉
+

〈
V̂
〉

كه آنجا از .۱
ويژه بنابراين است برقرار ها حالت تمامي براي رابطه اين چون پس .

〈
Ĥ
〉

≥ Vmin بنابراين و ⟨V ⟩ ≥ Vmin

يعني باشند بزرگتر Vmin از بايد انرژي حالتهاي

En > Vmin . (۱۱۴ .۵)

است.) صادق ميشود صفر بينهايت در كافي سرعت با نيرو كه حالتي براي (كه ،V → 0 باشم داشته r → ∞ براي اگر .۲
داريم: بنابراين

هستند. مقيد حالتهاي ويژه به مربوط و هستند گسسته انرژي منفي مقادير ويژه •

هستند. آزاد حركت حالتهاي ويژه به مربوط و هستند پيوسته انرژي مثبت مقادير ويژه •

حركت بعلاوه و است پيوسته طيف بنابراين و است آزاد ذره مانند تقريبا حركت و V → 0 دور فواصل در دليل:
باشد. مربوط مثبت هاي انرژي با ميتواند فقط آزاد

به پتانسيل انرژي r → ∞ در و است) دافعه نيروي معناي به (كه باشد مثبت جا همه در پتانسيل انرژي اگر •
است. آزاد حركت حالت تنها و ندارد وجود گسسته طيف كند، ميل صفر سمت

بود. خواهد گسسته طيف تمام ،V (∞) = ∞ اگر .۳
احتمال است؛ E < V آنها در كه شود يافت نواحي در محدود حركت با ذره است ممكن كه است اين توجه جالب نكته .۴
نواحي تمامي در همچنان اما ميكند، پيدا كاهش صفر سمت به ناحيه اين در فاصله افزايش با سرعت به ،|ψ|2 ذره، يافتن
نفوذ اي ناحيه در نميتواند ذره آن در كه دارد وجود كلاسيكي حالت با بنيادي تفاوت اينجا در نيست. صفر برابر محدود
كوانتومي مكانيك در شد. خواهد موهومي سرعت و منفي جنبشي انرژي نواحي اين در چراكه ،E < V آن در كه كند
ذره حالت اگر چراكه نميكنيم برخورد تناقض به اينجا در ما حال هر به است؛ مثبت همچنان جنبشي انرژي مقادير ويژه
تغيير فرآيند اين بخاطر ذره حالت باشد، شده جايگزيده فضا در معين ي نقطه يك در گيري، اندازه فرآيند ي بواسطه

باشد. داشته معيني جنبشي انرژي نميتواند كلي حالت در كه قسمي به است كرده
روي مرزي شرايط همچنين است؛ حقيقي مانا حالتهاي ψ موج توابع براي شرودينگر معادله (۱۱۰ .۵) ي رابطه مطابق .۵
حالتي براي اين البته شوند. انتخاب حقيقي هميشه ميتوانند هم آن هاي جواب بنابراين هستند. حقيقي هم آن جوابهاي
مغناطيسي ميدان حضور عدم در انرژي توابع ويژه بنابراين نيست. صادق باشد داشته قرار مغناطيسي ميدان در ذره كه

است. حقيقي

جهرم دانشگاه علمائي،    ۱۹عليرضا
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ميشود، جابجا پاريته با جنبشي انرژي همواره چون آنگاه ،V (−r) = V (r) يعني باشد زوج پتانسيل انرژي تابع اگر .۶
هم پاريته توابع ويژه انرژي، توابع ويژه بنابراين و ،

[
π̂, Ĥ

]
= 0 يعني ميشود جابجا پاريته عملگر با سامانه هاميلتوني

ميشوند. تقسيم فرد و زوج ي دسته دو به انرژي توابع ويژه عبارتي به يا هستند
بعدي: يك حالت در جوابها ويژگي
نداريم. تبهگني گسسته طيف در .۱

مقدار ويژه با متناظر كه دارند وجود ψ2 و ψ1 متفاوت تابع ويژه دو حداقل يعني داريم. تبهگني كنيد فرض اثبات:
يعني كنند ارضا را شرودينگر معادله بايد هردو هستند. E انرژي

ψ′′
i (x) =

2m(V − E)

ℏ2
ψi(x) , i = 1, 2 (۱۱۵ .۵)

داريم بنابراين است. x به نسبت ψi(x) دوم مشتق ψ′′
i (x) كه

ψ′′
1

ψ1

=
ψ′′
2

ψ2

=
2m(V − E)

ℏ2
, (۱۱۶ .۵)

ثابت C كه ψ′
1ψ2 − ψ′

2ψ1 = C داشت خواهيم عبارت اين از گيري انتگرال با .ψ′′
1ψ2 − ψ′′

2ψ1 = 0 ميدهد كه
صفر برابر بايد C ثابت ميكنند، ميل صفر سمت به ψ2 و ψ1 موج توابع ،x→ ∞ براي كه آنجا از است. گيري انتگرال
B باز كه ،ψ1 = Bψ2 كه داشت خواهيم رابطه اين از مجدد گيري انتگرال با .ψ′

1/ψ1 = ψ′
2/ψ2 بنابراين باشد.

مستقل يكديگر از بنابراين و متناسب هم با ψ2 و ψ1 موج توابع كه ميگويد ما به رابطه اين است. گيري انتگرال ثابت
ادعاي ترتيب بدين و بوديم گرفته نظر در خطي مستقل و متفاوت را آنها كه است ما اوليه فرض خلاف كه نيستند خطي

□ شد. اثبات ما
نيست. برقرار بالاتر ابعاد در ويژگي اين كه داشت دقت بايد نكته:

است. ريشه n داراي ،En يعني انرژي سطح +n)-مين 1) به مربوط ψn(x) تابع ويژه گسسته، طيف در .۲
به و باشد نداشته را بينهايت به فرار ي اجازه ذره آنها ازاء به كه دارد وجود انرژي از مقاديري براي تنها گسسته طيف .۳
طيف كند، فرار بينهايت به طرف يك حداقل از بتواند ذره انرژي از مقاديري براي اگر اما باشد. مقيد طرف دو هر از عبارتي
0 < E < V0 براي و گسسته E < 0 براي انرژي طيف (۵. ۱(آ)) شكل پتانسيل براي مثلا بود. خواهد پيوسته انرژي
اين اما است پيوسته انرژي طيف V0 < E < ∞ براي و دارد ادامه بينهايت تا راست سمت در ذره حركت و پيوسته
مقادير تمامي ازاء به انرژي طيف (۵. ۱(ب)) شكل پتانسيل براي اما دارد. ادامه بينهايت تا طرف دو هر از ذره حركت بار

دارد. ادامه بينهايت تا طرف دو از ذره حركت و است پيوسته E > V0 براي و گسسته E < V0

... (ب) ... (آ)

... :۱ .۵ شكل

بعدي يك سامانه چند ۳ .۵
اي مقدمه بعدي يك هاي سامانه حل اينكه از جداي ميكنيم. حل بعدي يك سامانه چند براي را شرودينگر معادله بخش اين در
يك خوبي تقريب با كه هستيم روبرو كوانتومي هاي سامانه با فناوري پيشرفت با امروزه است، واقعي و بعدي سه مسائل حل براي

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۰عليرضا
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فناوريهاي آنها اساس بر و هستند اهميت واجد فيزيكي لحاظ به همگي اند شده انتخاب كه مواردي بعلاوه هستند. بعدي دو يا
توصيف در نظري هاي جذابيت از جداي كه است، زني تونل پديده فيزيكي مبناي پتانسيل سد مثلا اند. آمده بوجود مهمي
تونلي ميكروسكوپ يا تونلي ديود مانند جذابي فناوريهاي ساخت اساس كيهان، تا اتم مقياس از فيزيكي هاي پديده از بسياري

است. روبشي

آزاد ذره ۱ .۳ .۵
بنابراين و نبوده پتانسيلي هيچ تاثير تحت كه اي سامانه يعني آزاد ي ذره ميكنيم. بررسي بعدي يك حالت در را مسئله ابتدا

است: جنبشي انرژي ي جمله داراي فقط آن هاميلتوني

Ĥ = T̂ =
p2x
2m

. (۱۱۷ .۵)

شد: خواهد زير قرار از زمان از مستقل شرودينگر معادله باشد m ذره جرم اينكه فرض با

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) (۱۱۸ .۵)

تعريف با

k2 =
2mE

ℏ2
, (۱۱۹ .۵)

داشت خواهيم

d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0 . (۱۲۰ .۵)

جواب و بود خواهد مثبت هم k2 بنابراين و مثبت پس است جنبشي انرژي ي جمله شامل فقط آزاد ذره براي E انرژي چون
داشت خواهيم مستقل جواب دو پس است ۲ مرتبه ديفرانسيل معادله اين كه آنجا از بود. خواهد تناوبي بالا ي معادله

ψr(x) = Aeikx , ψl(x) = Be−ikx , (۱۲۱ .۵)

ميكند، حركت چپ جهت در كه است موجي بيانگر ψl و مثبت) قراردادي (جهت راست سمت به كه است موجي بيانگر ψr كه
داشت خواهيم عبارات اين از هركدام در e−iEt/ℏ = e−iωt زماني فاكتور ضرب با و E = ℏω دادن قرار با چراكه

ψr(x, t) = Aei(kx−ωt) = Aeik(x−vt) , ψl(x, t) = Be−i(kx+ωt) = Be−ik(x+vt) , (۱۲۲ .۵)

است v سرعت با چپ سمت به رونده موج بيانگر ψl(x, t) و v سرعت با راست سمت به رونده موج بيانگر ψr(x, t) بوضوح كه
كه

v =
ω

k
=
E

px
. (۱۲۳ .۵)

به توجه با است. تر مناسب مسئله اين براي نمايي نمايش اما نوشت، هم sin(kx) و cos(kx) حسب بر را جواب ميتوان البته
(۱۲۱ .۵) معادله بنابراين و k = px/ℏ با است برابر و موج عدد همان k كه گرفت نتيجه ميتوان (۱۱۹ .۵) و (۱۱۷ .۵) معادلات

نوشت زير بصورت ميتوان را

ψr(x) = Aeipxx/ℏ , ψl(x) = Be−ipxx/ℏ . (۱۲۴ .۵)

برابر هردو براي انرژي مقدار ويژه اما هستند انرژي متفاوت تابع ويژه دو ψl و ψr كه است مشخص

E =
ℏ2k2

2m
=

p2x
2m

, (۱۲۵ .۵)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۱عليرضا
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هاميلتوني با كه باشد داشته وجود دومي پذير مشاهده بايد پس هستيم. روبرو ۲ مرتبه از تبهگني با اينجا در بنابراين است.
چراكه بود خواهد p̂x خطي تكانه عملگر مسئله اين براي كه باشد متفاوت ψl و ψr براي مقدارش ويژه ولي شود جابجا ]سامانه

Ĥ, p̂x

]
=

[
p̂2x
2m

, p̂x

]
= 0 . (۱۲۶ .۵)

داريم بنابراين

p̂xψr(x) = −iℏ d
dx
Ae+ipxx/ℏ = +pxAe

+ipxx/ℏ = +pxψr ,

p̂xψl(x) = −iℏ d
dx
Ae−ipxx/ℏ = −pxBe−ipxx/ℏ = −pxψl , (۱۲۷ .۵)

ويژگي روي از را اين ميتوان البته ميبرد. بين از را تبهگني و است تبهگن جواب دو براي متفاوت مقدار ويژه داراي بوضوح كه
سمت به رونده موجهاي ترتيب به ψl و ψr جوابهاي شد داده توضيح بالا در كه همانطور چراكه زد. حدس هم جواب دو فيزيكي
كه است ذره حركت جهت با مرتبط مقدارش ويژه ببرد بين از را تبهگني بايد كه فيزيكي كميت بنابراين و هستند چپ و راست
كه موجي براي و مثبت ميكند حركت راست سمت به كه موجي براي مقدارش ويژه كه ميبنيم و بود خواهد خطي تكانه همان

است. شده منفي ميكند حركت چپ سمت به
اي ذره يافتن احتمال ي دامنه بيانگر ψr(l)(x) = A exp(±ipxx/ℏ) چراكه نيستند. بهنجارپذير ψl و ψr توابع ويژه
تكانه توابع ويژه موج، تابع دو اين چون البته است. تناقض در قطعيت عدم اصل با آشكارا كه است x محل در ±px ي تكانه با

بود. خواهند 1/
√
2πℏ برابر B و A ضرايب (۷۲ .۵) رابطه به توجه با هستند هم

به منتسب موج مثلا وقتي چراكه ماند. خواهد باقي حالت آن در همواره باشد ψl يا ψr حالتهاي از يكي در ابتدا در ذره اگر
همچنان هاميلتوني كه است اين معادل (كه نشود وارد آن بر خارج از تاثيري هيچ كه وقتي تا ميكند، حركت راست سمت به ذره
نيوتون اول قانون مطابق كه ميدهد ادامه راست سمت به خود حركت به باشد) برهمكنش ي جمله بدون و آزاد ذره هاميلتوني
در ذره اگر بنابراين و هستند مانا حالت و انرژي حالتهاي ويژه ψl و ψr كه است سازگار هم حقيقت اين با نتيجه اين هست. نيز

نميكند. تغيير حالتش زمان گذشت با باشد حالتها ويژه اين از يكي در ابتدا
يعني بود خواهد ديفرانسيل معادله جواب همچنان هم جواب دو خطي تركيب بنابراين است خطي شرودينگر معادله

ψ(x) = αψr + βψl . (۱۲۸ .۵)
شد خواهد زير قرار از زمان به وابسته شرودينگر معادله جواب (۱۰۸ .۵) معادله به توجه با بنابراين

ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/ℏ = α
1√
2πℏ

ei(pxx−Et)/ℏ + β
1√
2πℏ

e−i(pxx+Et)/ℏ . (۱۲۹ .۵)

جهت در حركت موج تابع دوم ي جمله و ميكند حركت مثبت سمت به كه است آزادي ذره موج تابع اول ي جمله كه است واضح
ميدارد. بيان را منفي

□ چيست؟ β و α بسط ضرايب فيزيكي تعبير .۴ .۵ تمرين
كنيد. بررسي را احتمال بقاي قانون و آورده بدست ψ(x, t) و ψl(x, t) ،ψr(x, t) براي را احتمال جريان چگالي .۵ .۵ تمرين

□

جعبه در ذره ۲ .۳ .۵
تاثير تحت طرف دو از ولي بوده آزاد a طول به اي بازه در (۲ .۵) شكل مطابق كه بگيريد نظر در بعد يك در را m جرم به اي ذره
بگيريم. نظر در بينهايت را آنها سامانه، هاي انرژي مقياس در ميتوانيم كه قسمي به است گرفته قرار قوي بسيار ي دافعه پتانسيل

بود: خواهد زير قرار از ذره پتانسيل انرژي تابع بنابراين

V (x) =

{
0 , اگر 0 < x < a ,

∞ . ديگر جاهاي (۱۳۰ .۵)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۲عليرضا
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x ≥ a نواحي در بنابراين شد. خواهد صفر موج تابع باشد، بينهايت پتانسيل اي ناحيه در اگر كه شد گفته (۳ .۲ .۵) زيربخش در
V (x) = 0 بازه اين در آوريم. بدست 0 ≤ x ≤ a فاصله در را موج تابع است لازم تنها پس ميشود. صفر موج تابع x ≤ 0 و

با است برابر شرودينگر معادله و

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) . (۱۳۱ .۵)

همين و است متفاوت مرزي شرايط اينجا در كه تفاوت اين با است آزاد ذره براي (۱۱۸ .۵) شرودينگر معادله شبيه معادله اين
مرزها روي موج تابع مقدار موج، تابع پيوستگي شرط به بنا باشيم. روبرو متفاوتي جوابهاي و متفاوت ي سامانه با ميشود باعث

ميكند: تعيين را مسئله مرزي شرايط كه شد خواهد صفر برابر x = a و x = 0 در يعني

BC :

{
ψ(0−) = ψ(0+) = 0 ,

ψ(a−) = ψ(a+) = 0 .
(۱۳۲ .۵)

داريم (۱۳۱ .۵) معادله بازنويسي با

d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0 , (۱۳۳ .۵)

ايم داده قرار مجددا كه

k2 =
2mE

ℏ2
. (۱۳۴ .۵)

هستند. مثبت k2 و E پس است جنبشي انرژي داراي فقط ذره ،0 ≤ x ≤ a ي بازه در چون آزاد، ذره حالت مانند مجددا،
بود: خواهد sin(kx) و cos(kx) از خطي تركيب و تناوبي جواب بنابراين

ψ(x) = A cos(kx) + B sin(kx) . (۱۳۵ .۵)

مرزي شرايط از است بهتر معمولا آيند. مي بدست بهنجارش شرط و  (۱۳۲ .۵) مرزي شرايط از k و B ،A مجهول پارامتر سه
يعني ميكنيم اعمال را ψ(0) = 0 مرزي شرط ابتدا كنيم. شروع صفر

ψ(0−) = 0 = ψ(0+) = A cos(0) + B sin(0) = A =⇒ A = 0 (۱۳۶ .۵)

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۳عليرضا
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با است برابر موج تابع پس

ψ(x) = B sin(kx) . (۱۳۷ .۵)

داريم ψ(a) = 0 مرزي شرط جايگذاري با

B sin(ka) = 0 . (۱۳۸ .۵)

بديهي جوابي و شده صفر موج تابع كل دهيم قرار صفر را B ضريب اگر .sin(ka) = 0 يا B = 0 يا بالا معادله ارضاي براي
داريم كه دهيم قرار صفر را sin(ka) بايد بنابراين آورد. خواهيم بدست

sin(ka) = 0 =⇒ ka = nπ , n = 1, 2, · · · . (۱۳۹ .۵)

كرد خواهد اتخاذ را گسسته مقاديري n به توجه با k بنابراين ميكند. صفر را موج تابع مجددا چون باشد صفر نميتواند n عدد
داريم و بود خواهد كوانتيده هم سامانه انرژي (۱۳۴ .۵) رابطه طبق نتيجتا و ميدهيم نشان kn با را آنها كه

kn =
nπ

a
=⇒ En =

n2π2ℏ2

2ma2
, n = 1, 2, · · · . (۱۴۰ .۵)

با است برابر n تراز هر براي انرژي تابع ويژه همچنين آورديم. بدست را انرژي مقدار ويژه اينجا به تا پس

ψn(x) = Bn sin
(nπ
a
x
)
. (۱۴۱ .۵)

داريم و ميكنيم استفاده بهنجارش شرط از Bn آوردن بدست ∫براي ∞

−∞
dx |ψn(x)|2 =

∫ 0

−∞
dx (0) +

∫ a

0

dx B2
n sin

2(
nπ

a
x) +

∫ ∞

a

dx (0) = 1 , (۱۴۲ .۵)

ميدهد كه

1 =

∫ a

0

dx B2
n sin

2(
nπ

a
x) = B2

n

∫ a

0

dx

(
1− cos(2nπx/a)

2

)
=
a

2
B2

n . (۱۴۳ .۵)

داريم بنابراين

Bn =

√
2

a
, (۱۴۴ .۵)

با بود خواهد برابر انرژي تابع ويژه و

ψn(x) =

√
2

a
sin

(nπ
a
x
)
. (۱۴۵ .۵)

نداريم. تبهگني كه است واضح (۱۴۵ .۵) و (۱۴۰ .۵) روابط از
بالاتر انرژي تراز هرچه كه است آشكار ميدهد. نشان را انرژي اول تراز سه براي انرژي توابع ويژه بزرگي مربع (۳ .۵) شكل
مرزي شرايط توسط كه هستند صفر بازه انتهاي و ابتدا در توابع ويژه ي همه است. بيشتر مربوطه تابع ويژه صفرهاي تعداد باشد
طول در نقاطي در ترازها بقيه به مربوط تابع ويژه بقيه پايه، حالت جز به كه است اين جالب ي نكته اما است. شده القا (۱۳۲ .۵)
x = a/2 در نميتواند هرگز ذره يعني كه ميشود صفر x = a/2 در ψ2(x) تابع ويژه مثلا هستند. صفر هم (0, a) ي بازه
بدان اين دارد. وجود ذره يافتن احتمال نقطه اين طرف دو در ميبنيم هم (۳ .۵) شكل در كه همينطور اما باشد. داشته وجود
نقطه از نميتواند آن، راست سمت در اي نقطه به رفتن براي باشد، x = a/2 چپ سمت در اي نقطه در ذره اگر كه معناست
اي نقطه از رفتن براي كلاسيكي ديدگاه از چراكه است. كلاسيكي ديدگاه برخلاف كاملا كه اي نتيجه كند! عبور x = a/2 ي
ي نتيجه درحاليكه كرد، عبور x = a/2 ي نقطه خود از بايد الزاما آن، راست سمت در اي نقطه به x = a/2 چپ سمت در

ميكند. بيني پيش صفر را نقطه اين در حضور احتمال كوانتومي

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۴عليرضا
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□ دهيد؟ توضيح كوانتومي مكانيك اصول كمك به ميتوانيد چگونه را شد داده توضيح بالا كه تناقضي .۶ .۵ تمرين
عمودند: هم بر بدو دو اولا يعني ميدهند. كامل و هنجار راست ي مجموعه يك تشكيل ψn(x) توابع ويژه (؟؟) قضيه به ∫بنا a

0

dx ψ∗
n(x)ψm(x) =

2

a

∫ a

0

dx sin
(nπ
a
x
)
sin

(mπ
a
x
)
= 0 , n ̸= m (۱۴۶ .۵)

هستند: يك به بهنجار ∫ثانيا a

0

dx ψ∗
n(x)ψm(x) =

2

a

∫ a

0

dx sin
(nπ
a
x
)
sin

(mπ
a
x
)
= 1 , n = m (۱۴۷ .۵)

داد: بسط ψn(x) توابع ويژه حسب بر ميتوان را 0 ≤ x ≤ a ي بازه در را ψ(x) دلخواه موج تابع هر ثالثا و

ψ(x) =
∞∑
n=1

cnψn(x) =
∞∑
n=0

cn

√
2

a
sin

(nπ
a
x
)
, (۱۴۸ .۵)

بدست زير رابطه از هم cn بسط ضرايب نيست. 0 ≤ x ≤ a ي بازه در ψ(x) تابع يك فوريه سري بسط جز چيزي واقع در كه
آيند: مي

cn = ⟨ψn|ψ⟩ =
∫ a

0

dx ψ∗
n(x)ψ(x) , (۱۴۹ .۵)

بيابيم. آن براي را En مقدار ،ψ(x) حالت روي انرژي گيري اندازه از كه هستند اين احتمال ي دامنه بيانگر كه
با است برابر n = 1 ازاء به جعبه در ذره براي كه گويند پايه حالت انرژي را سامانه انرژي كمترين

EG = E1 =
π2ℏ2

2ma2
. (۱۵۰ .۵)

خواهد صفر برابر ذره انرژي كمترين كلاسيكي، تفكر اساس بر درحاليكه نشد صفر پايه حالت انرژي كه است اين مهم ي نكته
معناست بدين صفر ي تكانه كوانتومي، مكانيك در ولي است. صفر ي تكانه و سكون معناي به صفر انرژي كه است اين علت بود.
اگر قطعيت، عدم اصل اساس بر ايم. گرفته نظر در (∆px = 0) صفر قطعيت عدم با يعني صفر برابر دقيقا را تكانه مقدار ما كه
برابر مكان در قطعيت عدم حداكثر a طول به اي جعبه در ذره براي درحاليكه ،∆x = ∞ كه ميدهد نتيجه باشد ∆px = 0

بود. نخواهد صفر هم پايه حالت انرژي نتيجتا و باشد صفر برابر نميتواند تكانه مقدار بنابراين است. a
□ بزنيد. تخمين را جعبه در ذره پايه حالت انرژي شرودينگر، معادله حل بدون و قطعيت،  عدم اصل كمك به .۷ .۵ تمرين

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۵عليرضا
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تراز هر در اگر اند. افتاده گير 1 nm طول به بعدي يك پتانسيل جعبه در كه بگيريد نظر در را الكترون صد تعداد .۸ .۵ تمرين
□ (1 eV = 1.6× 10−19 J (يادآوردي: بود. خواهد ولت الكترون چند سامانه انرژي بگيرند۴، قرار الكترون دو تنها انرژي

است: زير قرار از a طول به بعدي يك پتانسيل جعبه در m جرم به اي ذره موج تابع .۹ .۵ تمرين

ψ(x) =

{
A(x/a) , 0 < x < a/2

A(1− x/a) . a/2 < x < a
(۱۵۱ .۵)

سامانه انرژي ،ψ(x) حالت روي انرژي گيري اندازه از اينكه احتمال ي دامنه (ب) آوريد. بدست را A بهنجارش ضريب (الف)
بدست را ψn(x) بعدي يك پتانسيل جعبه توابع ويژه حسب بر ψ(x) موج تابع بسط ضرايب (پ) است؟ چقدر بيابيم En را

□ آوريد.
معني بدين كه دارد قرار متقارني پتانسيل جعبه در كه بگيريد نظر mدر جرم به را اي ذره متقارن: پتانسيل جعبه .۱ .۵ مثال
عملا كه است زيادي بسيار مثبت پتانسيل تاثير تحت ديگر جاهاي در و آزاد −a/2 ≤ x ≤ a/2 ي بازه در ذره كه است

آوريد. بدست را انرژي توابع ويژه و مقادير ويژه (الف) گرفت. نظر در بينهايت را آن ميتوان
چپ سمت به a/2 ي اندازه به كه تفاوت اين با است (۲ .۵) شكل پتانسيلي ي جعبه همان متقارن، پتانسيل جعبه اين حل:
كنيم منتقل چپ سمت به a/2 ي اندازه به را (۱۴۵ .۵) جواب سامانه، اين توابع ويژه آوردن بدست براي پس است. شده منتقل

بود: خواهد زير قرار از متقارن پتانسيل جعبه در ذره موج تابع بنابراين .x→ x+ a/2 يعني

ψn(x) =

√
2

a
sin

[nπ
a
(x+

a

2
)
]

=

√
2

a

[
sin

(nπ
a
x
)
cos

(nπ
2

)
+ cos

(nπ
a
x
)
sin

(nπ
2

)]
=


√

2
a
sin

(
nπ
a
x
)
= ψ

(odd)
n (x) , n √زوج

2
a
cos

(
nπ
a
x
)
= ψ

(even)
n (x) . n فرد

(۱۵۲ .۵)

انرژي توابع ويژه اينجا در كه ميبينيم ميشود. داده (۱۴۰ .۵) رابطه با همچنان و نكرده تغييري انرژي مقادير ويژه كه است واضح
يعني هستند نيز (۸۲ .۵) پاريته عملگر توابع ويژه انرژي، توابع ويژه عبارتي به ميشوند. تقسيم فرد و زوج ي دسته دو به

π̂ψ(odd)
n (x) = −ψ(odd)

n (x) ,

π̂ψ(even)
n (x) = +ψ(even)

n (x) . (۱۵۳ .۵)
سامانه اين براي يعني ميشوند جابجا باهم بنابراين و هستند همزمان توابع ويژه داراي پاريته و هاميلتوني عملگرهاي عبارتي ]به

π̂, Ĥ
]
= 0 . (۱۵۴ .۵)

يعني: نداريم. تبهگني سامانه اين براي واقع در است. تبهگن سامانه كه نيست معنا بدين اين البته
جابجا اولي با كه است دومي پذير مشاهده وجود بيانگر پذير، مشاهده يك كتهاي ويژه در تبهگني اگرچه
تبهگني اما شوند جابجا هم با پذيرها مشاهده اي، سامانه در است ممكن و نيست صحيح آن عكس اما ميشود،

باشيم. نداشته
نيست. برقرار لزوما (؟؟) قضيه عكس تر دقيق عبارت به

زني تونل و پتانسيل سد ۳ .۳ .۵
پتانسيل چاه ۴ .۳ .۵

هماهنگ نوسانگر ۵ .۳ .۵
تكانه نمايش ۴ .۵

خواهد داده توضيح (؟؟) فصل در و است ۱/۲ آن مقدار كه است الكترون اسپين ويژگي علت به ميگيرند قرار الكترون دو تنها انرژي تراز هر در ۴اينكه
ميكند. كفايت باشند داشته قرار ميتوانند الكترون دو تنها تراز هر در بدانيد كه همين مثال اين حل براي شد.

جهرم دانشگاه علمائي،    ۲۶عليرضا


